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Prefagé

Cartea de fa a fost elaboratin cadrul proiectului POSDRU/56/1.2/S/32768,
“Formarea cadrelor didactice universitaiea studetilor in domeniul utilizrii unor
instrumente moderne de predareatave-evaluare pentru disciplinele matematice, in
vederea cr@&ii de competete performantgi practice pentru pta muncii”.

Finartat din Fondul Social Europeagi implementat de are Ministerul
Educaiei, Cerceirii, Tineretuluisi Sportului, in colaborare cu The Red Point, Oameni
si Companii, Universitatea din Bucuyte Universitatea Tehnic de Construg din
Bucursti, Universitatea ,Politehnica” din Bucuwte Universitatea din Pitgd,
Universitatea Tehnic,Gheorghe Asachi” din k&, Universitatea de Vest din Tigaara,
Universitatea ,Duéirea de Jos” din Galia Universitatea Tehnic din Cluj-Napoca,
Universitatea “1 Decembrie 1918” din Alba-lulia,opectul contribuie in mod direct la
realizarea obiectivului general al Programului @penal Sectorial de Dezvoltare a
Resurselor Umane — POSDRILse inscrie in domeniul major de intervieriL.2 Calitate
in Tnvatamantul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelorstiglii ale disciplinelor
matematice la cerigle pigeei muncii si crearea de mecanismg instrumente de
extindere a oportunitdor de invaare.

Evaluarea nevoilor eduganale obiective ale cadrelor didactige studenilor
legate de utilizarea matematicii Tn #timantul superior, masteragedoctorate precum
si analizarea eficacitii si relevanei curriculelor actuale la nivel de perforngarsi
eficiena, in vederea dezvdlii de cungtinte si competere pentru studein care invaa
discipline matematice in univerit reprezind obiective specifice de interes in cadrul
proiectului. Dezvoltareasi armonizarea curriculelor universitare ale digaiglor
matematice, conform exiggrior de pe piga muncii, elaboraregi implementarea unui
program de formare a cadrelor didactigea studerilor interesa din universittile
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partenere, bazat pe dezvoltargaarmonizarea de curriculum, crearea unei baze de
resurse inovative, moderng functionale pentru predarea-itarea-evaluarea in
disciplinele matematice pentru E@mantul universitar sunt obiectivele specifice care
au ca raspuns materialul deafa

Formarea de competencheie de matemaligi informatici presupune crearea de
abilitati de care fiecare individ are nevoie pentru dearel personal incluziune
sociak si insettie pe piaga muncii. Se poate constatadamd programele disciplinelor de
matematié@ nu au intotdeauna n vedere identificagiesprijinirea elevilorsi studenilor
potenial talentai la matematia. Totusi, studiul matematicii a evoluat in exigerpan a
ajunge § accepte provocarea de a folosi noile tehnologiipfacesul de predare-
invatare-evaluare pentru a face matematica mai atéactiv

In acest context, analiza flexibditi curriculei, Tnseita de analiza metodelai
instrumentelor folosite pentru identificareg motivarea studaiior talentai la
matematié ar puteadspunde deopotrivcerirtelor de mas catsi celor de elid.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect prec@aizedeterminarea unor
schimbri in abordarea fenomenului matematic pe mai mplléauri: informarea unui
numar cat mai mare de membri ai soétetin legatura cu rolulsi locul matematicii in
educaia de bai in instrugie si Tn descoperirilestiintifice menite § Tmburatateasé
calitatea vigi, inclusiv popularizarea unor mari descoperihrige,si nu numai, in care
matematica cea mai avarnsa jucat un rol harator. De asemenea, se drsste
evidenierea a noi motivd solide pentru Tni#tareasi studiul matematicii la nivelele de
baz si la nivel de performag; stimularea creativitii si formarea la viitorii cercatori
matematicieni a unei atitudini deschisgiafde insgirea aspectelor specifice din alte
stiinte, Tn scopul particifyii cu succes in echipe mixte de cercetare sawsd@hb unei
cerceiri inter si multi disciplinare; identificarea unor forme deepitire adecvat de
matematié@ pentru viitorii studefi ai disciplinelor matematice, in scopul utiliz la

nivel de performati a aparatului matematic in construirea unei capeoéesionale.
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Am Tincercat & facem cat mai atractivsi accesibii prezentarea, simplificand
expunereadtra a pierde din rigoarea matemate rezultatelor.

Lucrarea este structu#iain patru capitole, ultimul referindu-se la prob&erme
stabilitate clasig si urmareste in principal subiectele pré&xute in programa actdiatie
studiu, cu preiere cele care pot servi la rezolvarea problempoc inginereti.
Astfel, fiecare capitol se incheie cu un paragref aplicaii in diverse domenii:
mecanid, astronomie, hidrotehriic statica construtlor, etc. Sunt modelate probleme
concrete simple, folosind eatiadiferentiale ordinare. Prezentarea aptiter este
realizati in patru etape: probleimfizica, model matematic, determinarea s@usi
interpretarea ei fizic Considetm ci numeroasele laguri cu disciplinele inginergi,
legaturi pe care le-am pus in eviderprin aceste apli¢s, fac cu atat mai convirigor
studiul ecudilor diferentiale ordinare pentru studgirdin universittile tehnice.

Paragrafele ingibe cu asterisc pot fi omise, gao serie de demonstiia Le-am
introdus, totgi, pentru unitateai logica expunerii. Metionam ci ele sunt, de fapt,
destinate studeitor celor mai interesade domeniul ecualor diferentiale si care \ad
in viitoarea lor profesiune nu numai un mijloc dait darsi o cheie a eseai
fenomenelor naturii; ei cauttu perseverea “samburele” matematic care guverneaz
din abstract aceste fenomené&cicdoar el asigur o viziune complét si unitaa asupra
fenomenelor studiatg@, deci, prevederesd stapanirea acestora.

Continutul teoretic al primelor trei capitole a fosahieat de prof. lleana Tomg
conf. Emil Popescu, de la Universitatea Telrde Construg din Bucursti, iar cel al
capitolului 4 — de conf. Aurelian Cernea de la msitatea Bucugsi. Aplicatiile in
mecanid si fizici au fost realizate de conf. Dan Comascusi conf. loan Cau de la
Universitatea de Vest din Tiguara, precungi de echipa Universitii Politehnice din
Cluj, format din conf. Gloria Cosovicsi conf. Sorin Corga. Aplicgiile in mecanica

construdilor apatin regretatului profesor M.V. Soarg au fost publicate Tn cadrul
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volumul “Ecuaii diferentiale cu aplicdi Tn mecanica constrgidor”, tradus in Springer
(coautori: P.P.Teodorescu, lleana Toma).
Bibliografia cuprindssi link-uri cu site-uri pe care studginpot consultasi online

manuale cuprinzand tematici de egiudiferentiale ordinare.

Autorii
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CAPITOLUL 1

ECUATII DIFEREN TIALE ORDINARE DE ORDINUL
INTAI

1.1. NOTIUNI PRELIMINARE. EXEMPLE

Se stie ce este aceea 0 egaaalgebrid. O ecugie difereniala estesi ea 0
egalitate, ce admite €a necunoscéto fungie si mai cuprindesi derivateleacesteia.
Deosebim douiposibilititi: aplicaii

= functia necunoscitdepinde de o sing@irvariabik si atunci vom avea o
ecuaie difererriala ordinara (prescurtaEDO); Aplicatii
= functia necunoscdtdepinde de mai multe variabile, caz in care vesaa
0 ecugie cu derivate pafale (prescurtaEDP).
Subiectele tratate in cadrul acestui curstapaazuluia).

Forma genera a unei ecu# diferentiiale ordinare este, conform celor spuse
anterior,

Floyy.y.y)=o. (1.1.1)

Definitia 1.1 Numimordin al unei ecugi diferentiale ordinare ordinul maxim de
derivare al fungei necunoscutg.
Una dintre problemele esgale ale calculului difergral este aceea de a

determina derivata unei fumic date. Cea mai simpl problend invers apatine

calculului integral:
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PROBLEMA. Dandu-se o funie f =f(x) realk:, de variabili realki, si se
determine primitiva sa

Daci notam primitiva luif cuy, atunci formularea matematia acestei probleme

este:
dy _ (), (1.1.2)
dx
sau, echivalent
dy = f (x)dx. (1.1.3)

Relgiile de mai sus sunt, de fapt, cele mai simple gicdiderentiale si stim cum
si le rezohim. Intr-adevr, stim ci cea mai generalfundie y satisicand (1.1.2) sau
(1.1.3) este

y(x) :I f(x)dx+C. (1.1.4)

O primitiva arbitrag a lui f poate fi deci numit solwie a ecugei (1.1.2).
Introdus n (1.1.2), ea conduce la o identitate.
Deci si in cazul ecugilor diferentiale, o solwie transformi ecuaia intr-o

identitate exact ca in cazul ecuitor algebrice.

in expresia (1.1.4), semnbﬁl desemneaizuna dintreprimitivele lui f, iar C este o

constanté arbitrara. Deci fungia y nu este determinain mod unic de ectia (1.1.2)
sau (1.1.3), astfel incat putem spurieete admit o infinitate de saiu Fiecare din
aceste solii se pot determina dand |@ diferite valori numerice.
Terminologie
# Soluia (1.1.4) a ecueei (1.1.2) se nunge solurie generad.
% Orice soldie oktinuta din soluia general prin particularizarea constantéise

numsete solusie particulara.
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# O soluie care nu se gime din cea generalprin particularizarea constantei
arbitrare se numée soluie singulari.

Dupa toate aceste consid@ras-ar pirea, la prima vederei @cuaiile diferertiale
au aprut intr-un cadru strict matematic, ca o completagici formak a calculului
diferertial.

Acest domeniu al matematiciisii are Tnd originea istori@ in mecanica
newtoniad. Newton, infiatorul calculului diferetial alaturi de Leibniz, a modelat cu o
surprinzitoare intuiie o serie de fenomene fizice prin eguaiferentiale. Astfel,

faimoasa lege a ll-a (a mecanicii), etathhpe scurt:

“Rezultanta forrelor ce agioneazi asupra unui sistem este egatu produsul

dintre masa sistemulugi acceleraia acestuia”,

lege care, de altfel 7i poargi numele, se exprilimatematic sub forma:

ma=F, (1.1.5)
si nu reprezint altceva decat usistem de ecui diferensiale. Intr-adevr, accelergia
este derivata a doua a depgladn raport cu timpul; aceasbbservée apatine unui alt
titan alstiintei, Leonhard Euler.
Pentru edificare,asurmam drumul propus de Newton in studiul unui caz ®art

simplu.

PROBLEMA. Si se studieze nuarea pe 0 ax verticalz a unei particule (punct

material) M, sub agunea propriei greuii.
Rezolvare Construim mai intanodelul matematicTrebuie decisddetermiiam

a) funcria necunoscu# (funaiile necunoscute) aacei cunoatere inseant

cunogterea fenomenului;

b) legea fizid (legile fizice) care guverneatenomenul.

11
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PresupunemacOy este axa verticalde-a lungul &reia cade particula, originea
fiind situat la suprafga piméantului (vezi figura de mai jos).
Miscarea particulei este cunostudaG se cunogte unica sa
A

M coordonat — anume, poga say pe axaOy — in fiecare momerit

l mg Funcfia necunoscué a problemei este degi = y(t), cu semnificda

fizica de deplasarea particulei. In problemele de goare,legea a

doua a lui Newtonjoac un rol esefial. Aplicand-o pentru unica

componert a accelengei, gisim

me = -mg, (1.1.6)
m fiind masa particulei iag — modulul acceletgei gravitgiei. Semnul minus provine
din faptul @ axaOy este dirijai Tn sus, iar faa de gravitae — in jos.Tinand seamaac
accelerga este derivata a doua a deptasn raport cu timpult si simplificand cum,
rezuléi
d’y __ (1.1.7)

az

Ecuaia (1.1.7) reprezidatmodelul matematicasociat mycarii studiate. Sensul ei
matematic este uritorul:

Cunoscandu-se derivata a doua a fure y, si se determing.

Aceasi cerina nu neceslt in acest caz cugnte speciale. Luand succesiv de

doua ori primitiva ambilor membri ai ectiai (1.1.7), oloinem, rand pe rand

dt (1.1.8)

Ultima expresie constituisolufia generali a ecugei (1.1.7).
Observaie. Soldia general depinde in acest caz de datbnstante arbitrare, Tn
timp ce in cazul ectiai (1.1.2) ea depindea doar de una.

12
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IMPORTANT!
Intotdeauna soluia generali a unei ecuaii diferensiale depinde de un nudr de
constante egal cu ordinul maxim de derivare al fuie necunoscute.
Vom reveni mai tarziu cu justifici asupra acestui fapt semnificativ.

Sa preciam acum sensul fizic al constantel@; si C,. Luandt=0 in prima
expresie (1.1.8),8im
d
c =2 =y, (1.1.9)
dtl;_q

undev este viteza iniala a particulei. Analog, din a doua expresie (1.#i8jucem

Co = Y(t),=0 = Yo (1.1.10)
care repreziatpoztia initiala a particulei.
Cu aceste noi nofia pentru constante — natasugestive prin semnifige lor

fizica — soldia general a ecudei (1.1.7) se pune sub forma

__gt?
Y(t)—_7+Vot+ Yo, (1.1.112)

forma familiara cititorului Tnc din studiile liceale de fizicelementat.
Este clar acum care sunt datele suplimentare dmiirecunoscute pentru a
determina acea sala care corespunde unei anumitgaii, bine precizat:
# pozria inifiala yga particuleisi
% vitezasainifiala vg.

Se poate deci spuné g satisface condile

¥(0)=yo,
1.1.12
Y0)=v,. -

Acestea se mai numegocondpii ini fiale saucondiii Cauchy.
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Problema care coristin rezolvarea ectiai (1.1.7) astfel incay s satisfad
condtiile initiale (1.1.12) se nungte problemi Cauchysauproblemi inifiald.
IMPORTANT!
In cazul problemei Cauchy, condiiile sunt puse in acelgi punct!

(in exemplul de mai sus, in punctut 0).

Exista Tnsi situgii in care acest tip de coniinu corespund fenomenului fizicaS

luam cazul unei bare simplu rezemate (vezi figura dejos).

Problema constin determinarea deflexiei (incovoienji)a fungie dex. Nu vom
intra Tn detalii de stabilire a modelului matemadgociat. Preciin doar @ acesta se

prezingé sub forma ecueei difereniale ordinare

=1 (2| GERE
dx) |

Din figura se vede & la capetele Qi | ale barei deplasarea trebuiefe nuk,
adiaa
y(0)=0, y()=0. (1.1.14)
Condiiile suplimentare (1.1.14) se mai numascondtii bilocale.

Problema care corisin rezolvarea ectei (1.1.13) cu condiile (1.1.14) este o

problemi bilocali sauproblemi Picard (engl.:two-point problem

14
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Aceste doa tipuri de probleme asociate EDO sunt tipgcacopeii o mare parte
din problemele mecaniggfizice importante.

Din cele expuse mai sus se desprinde concluziaucse poate face un studiu
sistematic de fenomen fiziar a se recurge la modelulsdiferenial.

Dupa rezolvarea EDO (sau EDP) corespitnare, interpretarea soiei va
permite cunogterea efecti¥, previziuneasi deci controlul fenomenului studiat, iar

acestea sunt deziderate majorestietei.

1.2. FORMELE SUB CARE SE PREZINTA ECUATIILE DE
ORDINUL I SI SOLUTIILE LOR

Este evident faptulaco ecuge difereniala ordina& poate fungona doar n

punctele Tn care este defihiDe exemplu, ecuia

y' = ]_—y2 (1.2.1)
are sens doar pentM <1. Fiind da& o ecude difereniala ordina#, trebuie determinat

mai ntdi domeniul pe care aceasta are sens; damdai defintie al unei ecua

diferentiale ordinare este cel al furitor care o definesc.

1.2.1. FORME ALE ECUATIILOR DE ORDINUL |

A. Forma generak a ecudilor diferentiale ordinare de ordinul | este, conform
definitiei 1.1si relatiei (1.1.1),
dy
F X’ ’ ' :01 ':_1 122
(xy.y) iy (1.2.2)
undeF este definit —si, de obicei, continuu — Tn raport cu variabila ependerit X,

precumsi in raport cu funga necunoscity si cu derivata acesteia; .

Forma generélse mai numge si implicita, deoarece il came implicit pey'.
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B. Daa ?io, atunci, conform teoremei fumitor implicite (vezi cursul de
y

Analiza Matemati@, partea I), y'poate fi explicitat din (1.2.2)%i obtinem forma
canoniai a ecudilor diferentiale ordinare de ordinul I:
y' =f (X, y), (1.2.3)

forma care se mai nungee si explicita.

C.Daa f(x,y)#0, atunci (1.2.3) se mai poate scrie

x__ 1 (1.2.4)
dy f(xy)

numita si forma inversi, forma care poate fi folosit in veciritatea acelor puncte
(x, y)DD2 n care f(x, y) tinde la infinit. Evident, dacf nu tinde la infinit, formele

(1.2.3)si (1.2.4) sunt echivalente.

D. Ecuaia (1.2.3) mai poate fi sctisi subforma difereryiala:

dy = f(x, y)dx, (1.2.5)
de asemenea echivaleru (1.2.3), (1.2.4)forma difereryviala mai general
P(x, y)ax+Q(x,y)dy =0, (1.2.6)
estesi ea echivalertcu fiecare dintre ectide
dy _ _ P(x, Y)’ %:_Q(X, y)_ (1.2.7)
dx  QxY) dy  P(xy)
ATENTIE!

n punctele (xq, yo) Tn careP si Q se anulead, nici una dintre ecudiile (1.2.6),

(1.2.7)nu este definid.
Casi in cazul ecugei (1.2.2), fungile P si Q sunt de cele mai multe ori continue

pe domeniul de define al ecudei.

16
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E. Forma simetrici a EDO de ordinul | este

dx :dy

X(xy) Y(xy)
Fiecare din formele de mai sus pune in ewudesnumite caracteristicki

(1.2.8)

posibilititi de rezolvare ale ectigor de ordinul I. Cel mai des intalnite sunt faela
(1.2.2), (1.2.3}i (1.2.6).

1.2.2. FORME ALE SOLUTIILOR

Definitia 1.2 O soluie a ecuaiei difererviale (1.2.3) In intervalul redja,b] este

o fundie y = y(x) de clag C([a,b]) care satisface identic (1.2.3), adic

y'(x)=f(xy(x), xO[ab]. (1.2.9)

Daci exist o constarit ¢ astfel incatf(x,c)=0 pentru oricex[[a,b], rezuls,
evident, @ y=c este soltie a lui (1.2.3). Ea se nuste soluwie stgionard si este
deosebit de importahpentru studiul calitativ al ectiai.

Pentru a rezolva o ectia difereniala de ordinul | se folosesc, dugaz, formele
merntionate n paragraful precedeyit in funaie de acestea, vom ftabe si soluiile lor
sub diferite forme.

Soluiile unei EDO de ordinul | pot fi determinate

a. subforma expliciti: y=y(x),  xO[a,b];

b. subforma implicitad: ®(x,y)=0;

x(t),

y=y(t)

C. subforma parametriai: { tOfa,b]ODO.

Exemplu Fungia

y= 1- %2, XD(—l,l), (1.2.10)
estesolurie expliciiz a ecugei
17
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., X
y=-=.
y

VERIFICARE . Intr-adevir, pe de o parte

d_yzg(qll—xzj: —2X =- X
dx  dx 2V1-x%>  N1-x?

iar pe de aft parte,

X X

Yy 1-x
Expresiile (1.2.123i (1.2.13) coincid.
Soluia (1.2.10) poate fi exprimagi implicit:

®(x,y)=x%+y? -1=0.

VERIFICARE. Intr-adevir, calculand diferegiala lui @, gisim
dCD(x, y) = d(x2 + y2 - 1): 2xdx + 2ydy =0.
Din ultima egalitate deducem

y+2=0,
y

adici tocmai (1.2.11).
Soluia (1.2.10) mai poate fi expriniagi parametric

X =cog,
{ t>0.

y =sint,

VERIFICARE. Putem scrie ectia (1.2.11)si sub forma diferefiala

xdx + ydy = 0.

Avem
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xdx = cost [l(cost) = cost [{- sintdt) = —sint costdt .
ydy = sint [d(sint) = sint [{costdt) = sint costdt (1.2.19)
xdx + ydy = (- sintcost + sint cost )ct,

de unde rezuit xdx + ydy =0, adia tocmai (1.2.16).

1.3. TIPURI DE ECUATII DIFEREN TIALE DE ORDINUL |
REZOLVABILE PRIN CUADRATURI

Exista anumite ecuéi de forma particulaé, des intalnite in apli¢cia pentru care
s-au gsit metode de rezolvare cu ajutordkara soldia se exprira folosind primitive
ale unor fungi. Spunem, in acest caz ecuaia se rezold prin cuadraturi(integfri).

Vom amintisi rezolva aici cateva asemenea tipuri de gcdéerentiale ordinare.
1.3.1. ECUATII CU VARIABILE SEPARATE

Sunt de forma

X (x)dx +Y(y)dy =0, (1.3.1)
undeXsi Y sunt fungii continue, depinzand de variabilelerespectiw.
MOD DE REZOLVARE
Obserdm c fungia

F(x, y):jX(x)dx+JY(y)dy, (1.3.2)
admite ca difereiala membrul stang al ectiai (1.3.1). Intr-adesr,

dF (x, y):?a—'):(dx+?3—§dy: X (x)dx + Y (y)dy. (1.3.3)

Rezulti deci dF(x,y) =0, astfel incatF(x,y)=C. Prin urmare, sotia general a

EDO (1.3.1) este
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jx(x)dx+ j Y(y)dy=C. (1.3.4)

Exemplu S se rezolve ectia

e dx+ 1 dy =0.
X(x) y
Y()

Rezolvare Este, evident o ectia cu variabile separate. Calculand primitivele,

(1.3.5)

gasim

Jx(x)dx = Ie‘xdx =-e %,

1 (1.3.6)
Y(yjdy = | =dy=In}y,
JY(ay=[ ay=tnly
deci solgia generad a EDO (1.3.5) este
—-e *+In|y|=C| (1.3.7)

1.3.2. ECUATII CU VARIABILE SEPARABILE

Acestea au forma

P(x)a(y)dx + Q(y)p(x)dy =0, (1.3.8)
unde P, p,Q,q sunt fundi continue Tn raport cu argumentele coresptmare.

MOD DE REZOLVARE
Daci u(x,y)= p(x)a(y)# 0 pe domeniul de defitie al ecugei, Tmpirtim cu p si
obtinem

P(x) 4+ QY) 4, =
|0(><)OI Q(y)Oly > (1:3.9)

care este ecugie cu variabile separateConform cazului precedent, splugeneral a

ecuaiei (1.3.8) este
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jydijdy:c. (1.3.10)

() Y aly)

Exemplu S se rezolve ectia

2X ydx+(1—x2)dy:O. (1.3.11)
Rezolvare Este o EDO cu variabile separabile. impn cu u:(l— xzmsi,
dupa simplificari, obtinem

2x 1
5 dx+—=dy=0. 1.3.12
1-2 Ty ( )

Aceasta este 0 equmcu variabile separate, deci stdlgeneral este dat de

I,

sau, calculand primitivele,

dX+jJ— (1.3.13)

—IniL-x2|+ 2,y =C, (1.3.14)

valabik pentrul- X2 # 0, y>0.
1.3.3. ECUATII DIFEREN TIALE OMOGENE, DE GRADUL m

Definitia 1.3.0 fundie f = f(x,y), f:0% ~ O, se numgte omoger de gradul
m dac:
ftxty)=t™f(x,y), Ot00. (1.3.15)
Daci egalitatea are loc doar pentrt 0, f se numsgte pozitiv omogeti.
O ecuade omogen de ordinul | are forma
P(x, y)dx+ Q(x,y)dy =0, (1.3.16)
undeP si Q sunt omogene de acglgrad m.

MOD DE REZOLVARE
21
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Facem schimbarea

y =Xz - dy = xdz + zdXx. (1.3.17)

Introducéand in ecuie, rezulg

P(x, xz)dx + Q(x, xz)(xdz + zdx) = 0. (1.3.18)

Dar P,Qsunt omogene de gradol, deci

P(xx2= X K1 2, Q(xx3= X d1 2. (1.3.19)
Rezult
xM[P(1, 2)dx + Q(1, z)(xdz + zdx)| = 0. (1.3.20)
Mai departe,
[P(1, 2) + zQ(1, z)|dx + xQ(1, z)dz = 0. (1.3.21)
Aceasta este ecugie cu variabile separabileimpartim cu x(P(1,2) + zq1, 3)
si deducem
dx QL2) _
X P(1,z)+ zQ(1, z)OIZ 0. (1.3.22)
deci soldia general a ecugei (1.3.21) este, conform celor spuse mai sus,
dx
I .[ ],z + zQ(l z =G (1.3.23)
Facand notaa
_[_ Q@2
= d
¢(2) f P2+ 2009 (1.3.24)

soluia general a ecudei se scrie astfel

In|x|+¢(z) = C, (1.3.25)

sau, trecand la expongala,
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x=Ce ¢, (1.3.26)
Revenind la variabila ifiala, olxinem solwia general a EDO omogene (1.3.16)

sub forma

-d{y) 1.3.27

x=Ce ‘Y. ( )

ExempluSa se determine safia general pentru urmitoarea EDO omogan
(xy+ ¥) dx=(2 X + xy} dy=0. (1.3.28)

Rezolvare. Avem P(x y) = xy+ ¥, iar Q(x, y) :—(Zx2 + x;).

Evident, aceastecuaie nu este nici cu variabile separate, nici sepkralsa

ncer@m s verificam dad este omogei) conform defingiei 1.3:

P(xt, yt)= Cxy+ £ ¥ = 12( Xy )?): tR x).

Q(tx,ty):—(2t2x2+ 12x>):—€(2 X + X)): t@ x). (1:3:29
Deci ecugia esteomogewn de gradul2.
Pentru rezolvare, efecton schimbarea
y =Xz - dy = xdz + zdXx. (1.3.30)
Rezult succesiv
(xzz +x272 )dx - (Zx2 + x? szdz + zdx) =0,
X2 [(z + 72 )dx —(2+ 2)(xdz + zdx)] =0,
[z+ z%)-2z- zz]dx—(2+ z)xdz=0;
in final, ozinem
zdx + (2 + z)xdz =0, (1.3.31)

care este ecuaie cu variabile separabile

Impartind cuxz, gasim
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dx 2+z
ks
X Z

dz=0, (1.3.32)

care este ecuaie cu variabile separate

Soluia sa generaleste

jd_;+j(1+§jdzzc,

sau

In\x\+ z+ 2In\ 4: C.
Revenind la vechile variabile, avem

y

X

In\x\+z+2In =C.

X

Trecand la expongiala, rezulé soluia general a ecuéiei omogene (1.3.28)

x <

=C, (1.3.33)

2
x[—)y—Ee
2

sau, altfel scris

y
Cxe X

2 _ (1.3.34)

y

1.3.4. ECUATII CU DIFEREN TIALE TOTALE EXACTE

Sunt de forma
P(x, y)dx +Q(x, y)dy = 0. (1.3.35)
Definitia 1.4. O ecude difereniala ordina& de ordinul | se numgé&e ecuaie cu
difererviale totale exactedaci existi o fundie difereniabila F =F(x,y) astfel incat
dF = P(x, y)dx + Q(x, y)dy.

Din Cursul de Analiz Matemati@, partea I-a, sgtie ci:
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dF = P(x, y)dx + Q(x, y)dy daai si numai daai

0P _0Q

a_y PV (1.3.36)
CONSECIN7ZA:
Solwia generali a unei ecuai cu difererviale totale exacte este

F(xy)=C, (1.3.37)

unde C este o consta#tarbitrarad.
Deci rezolvarea unei ecut cu difererviale totale exacte se reduce la

determinarea unei fungi de douz variabile, atunci cand i se cungée difereniala

MOD DE REZOLVARE
P 0Q.

Etapa 1 Se calculeaz derivatele parale a— 3 dac ele coincid,
y' ox’

rezultéi ca ecuaia este cu diferarale totale exacte, adiexisté F astfel incat

dF = P(x, y)dx +Q(x, y)dy.
Etapa 2 Deoarece diferamala unei fundi este (vezi Cursul de Analiz

partea I)
oF oF
dF =—dx+—dy, 3.
W oy y (1.3.38)
rezulé
X (1.3.39)
a_F = Q
ay
Integrand prima retee in raport c, se oline forma luiF
(1.3.40)

X
xy :IPt ydt+¢
X0
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unde¢ este o funge arbitraé depinzand doar de

Derivand ambii membri ai acestei r@l@n raport cuy, vom avea

X

oF oP

- = ~ tl t + ' y

Y f ay( y)t +¢'(y) (1.3.41)
X0

unde x, este fixat, dar arbitrar ales, astfel in¢&,y) si apatina domeniului pe care

sunt definti P si Q.

Tin&nd acum seama de comali(1.3.36), deducem

- F%—?(t, Y+ 0(y)= Qlx,y) ~ Qi y) + 6'(y). (1.3.42)

X0

Comparand aceastelaie cu expresia Iu%E din (1.3.39), rezuit
Yy

Q(x y)-Qlxo, y)+¢'(y)=Q(x, y), (1.3.43)
de unde
¢'(y)=Q(xo. Y). (1.3.44)
si deci expresia lup este
y
6(y)= [ Qlxo,thet, (1.3.45)
Yo

Yo fiind ales Tn acelgacondiii ca xg.
In final, gisim pentrur

X

y
F(xy)= [Pt y)dt + [Qlxo,t)et, (1.3.46)
X0 Yo
astfel incasoluria generali a ecuaiei cu difereryiale totale exactese oline sub forma
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X y
j P(t, y)dt + j Q(xo,t)dt =C
X0 Yo

unde C este o constahtrbitrara.

(1.3.47)

Dac integiim mai intai a doua raie (1.3.39) in raport cy, oktinem soldia

general sub forma echivaleatcu (1.3.47)

X y
[Plt.yolt + [Q(xt)dt=c| (1.3.48)

X0 Yo

Exemplu.Sa se determine sofia general pentru ecuga

yexdx+(y+ex)dy:0. (1.3.49)
Rezolvare.

l. Verificam daai este satisfcutd condiia (1.3.36) Avem
{P(x, y)=ye*,
Qlx y)=y+e¥,

deci

si rezulti ca ecuaia este cu diferenale totale exacte.

Il. Aceasta inseanirca existi F de clag C* astfel incat

oF X

e

a)F( (1.3.50)
—=y+e~.

oy

Din prima relaie (1.3.50) deducem
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F(x y)=ye* +d(y), (1.3.51)
de unde
& (xy)=eX+9'(y). (1.3.52)
Egaland aceasexpresie cu cea din (1.3.50), rezult
e +o'(y)=e* +y, (1.3.53)
de unde
y2
¥(y)=y — oly)="-. (1.3.54)

Inlocuind aceadgt expresie in (1.3.51), dhem soluia generali a ecudiei
(1.3.49):

ye +y2 =C|. (1.3.55)

Observaii. Acelssi rezultat se ofine prin aplicarea diregta formulelor generale
de mai sus.

a) Aplicam formula (1.3.47), in care se poate k=0, y, =0.

Obtinem
X X y
xy:J.Ptydt+J. dt:Iyetdt+j(t+e0)jt:
0 0 0
t=y
(t=x [ t? X y>
= +| — +t = -y+—+vy,

prin urmare soltia general a ecudei este tot

y _
e+l _=C|
4 2
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cu C constant arbitras.

b) Aplicam acum formula (1.3.483j aici se poate luxg =0, yg =0. Oktinem

X y X y t2 t=y
F(x y)=jP(t, Yo )t +J'Q(x,t)dt :jo el +I(t + ex)dt :{tex +Ej ,
0 0 0 0 t=0
prin urmare soltia general a ecudei este aceea
2
x, Y _
ye” + 5 C|

cu C constant arbitras.
1.3.5. FACTOR INTEGRANT

Deoarece modul de rezolvare al unei éicua difereniale totale exacte este
extrem de simplu, s-adiatat @i pentru a exploatg in alte situsi aceasli idee extrem
de atagatoare.

Fie ecugda

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. (1.3.56)

Ne putem pune urfitoarea

PROBLEMA. Daca ecuaia (1.3.56) nu este cu difergale totale exacte, am putea
oare gisi o fungie p=p(x,y), cu care, inmyind-o, s-o transforsim intr-o ecuge cu
difererriale totale exacte?

Funaia p(x, y) se numete factor integrant

Putem demonstra cyuwrinta ca:

1. Existi intotdeauna un factor integrant.

2. O ecuae difereniala ordina& de ordinul | admite o infinitate de factori
integrani.
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3. Orice factor integrant al unei egualiferentiale ordinare de ordinul | este de
forma ¢(U)p(x,y), undeU (x,y) = C este o integral (sau, altfel spus, o
soluie) a ecudei, iar p(x, y) este un factor integrant.

4. Daa se cunosc doi factori integnami unei ecugi diferentiale ordinare de

ordinul I, atunci soltia acesteia se scrigrd cuadraturi.

CUM DETERMINAM FACTORUL INTEGRANT?
Presupunem problema rezolvam Tnmufit deci ecugda (1.3.56) cu o fure

H=p(x,y), okinand

(P) dx+ (1 Q) dy=0, (1.3.57)
care este o ectia cu diferefiale totale exacte. Conform propéglor diferertialei (vezi

Cursul de Analiz, partea I), exigt F = F(x,y), de clas C" astfel incat

dF(x,y) = (uP)dx + (uQ)dy, (1.3.58)
ceea ce implic
oF oF
—=uP, —=pQ. 3.
x M oy HQ (1.3.59)

Daci F este de clasC?, atunci, evident,

9, .\ 0
a_y(”P) —&(HQ) , (1.3.60)

deoarece derivatele sale mixte coincid, confornret®ei Schwartz (vezi Cursul de
Analiza, partea I)
Derivand cele dauproduse, otinem

P _ou_ 9Q, 0
PR 99, Q% (1.3.61)
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care este, de fapt, o etieacu derivate paale, pe care trebuie s-o satisfdactorul

integranty; am ajuns deci la o problénaparent mai complicatlecat cea de la care am
plecat.

Presupunem acumiqul =p(w), unde w=w(x,y) este o funge cunoscut ce
depinde dexsi y. Deoarecau depinde dex si y doar prinintermediul luiw, aplicam

regula derivrii in lan:

_dude  _dudu

ox dw ox’ dy dw oy (1.3.62)
Introducem aceste expresii in (1.3.6il9btinem
du( 0w 0Q 0P
HlpE -—, 1.3.
doo( oy anj (ax ayj (1.3.63)
sau
0Q _ aP
du _ ox ﬁ“
dow 600 Q— (1.3.64)
ay 0x
¢(w)

Daci noua expresie, notath(w), este o funge ce depinde doar d@, ecuaia
(1.3.64) se scrie
dp - ¢ (w) udw=0. (1.3.65)
Aceasta este ecugie cu variabile separabilén u si w.

Impartind cup, deducem

— =¢(w)dw, (1.3.66)

cu soluia general

In|u|= jq; w)dw+InC, (1.3.67)
deci
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1= el ¥l (1.3.68)

De fapt, ne intereseazloar o soltie particulai a ecudei (1.3.65), deci putem
lua C =1, de exemplu.

Dupa ce am deteminat factorul integrant, intmalcu el ecuga dat si obtinem o
ecuagie cu difereriale totale exactepe care o rezoiwn conform modelului de la
paragraful precedent.

Observaie. Acest mod de rezolvare depinde de alegereati&ins; alegerea
depinde, la randul ei, de abilitatea rezolvitorulnsi, de multe oriw are forme simple,
sau este indicat.

Exemplu Sa se rezolve ectia

1
- 2X+ dx+| - x+y+ dy=0. 1.3.69
Ty y Xty y ( )
%/—/
P Q

stiind ca admite un factor integrant de forma= p(x + y).

Rezolvare. Calcubm

®o 1N, 1 1.3.70
oy (x+y)2’ [)4 (x+y)2. (1.3.70)
Rezult ca
oP _ 0Q
_¢_1 ..
dy  ox (1.3.71)

astfel incat ecu nu este cu diferetrale totale exacte.

Cautim un factor integrant de formau=p(w), unde, conform indigi,

w=x+Yy. Trebuie ca

9 (up) =0
a_y(up) = ax(pQ). (1.3.72)
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Avem

a_l.l = % D_, a_l.l = % 1.
oy dw 0ox dw
Pe de alt parte, din calculele de mai sus, rezult

Q_oP__
ox ay
Din (1.3.72) rezult
du ﬁ au 0Q
— [P+ = +—1u,
dw H oy doouQ axm
deci
du 0Q OJP
—(P-Q)=py| —=-—1.
dooLfg) u((BX ayj (1.3.73)
Aceasta inseanirca
du
- =-U,
dw H

care este 0 ectia cu variabile separabile. Trpind cu wu, oktinem ecuaia cu
variabile separate

du _ dw

H

pentru care,autand o soltie particulas, gasim

In[p| = Inlcd.

Rezult ca factorul integrant autat esteu = w, adia

p=xry

Inmultim deci ecugia cu (x + y). Ohtinem
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p q
/ \ f—/%
[—2x(x+ y) +1] dx+( ¥ — X +]) dy= C. (1.3.74)
Aceasta este ecuaie cu diferemale totale exactecici
@ =-2X, % = -2X
oy 0x
Cautam o fungie F astfel incat
Z—F:p:—ZXZ—ny+ 3
al):( —F=L o xPy+y+o(x).
—=Q= y2 - X2 +1 3
oy
Derivam pe F Tn raport cux:
oF :
—==2xy+ ¢ ( X).
0x yre ( )
Trebuie deci ca
— 2xy+¢'(X) = —2x% = 2xy+1
si rezuliéa ca
o(x) = 2eax
3
In final, fundia F are forma
_y 2 .
F(xy)=2-Xy+ y-= X+
(xy)=5 - Xy+ y-3
soluia general a ecudei (1.3.69) este deci
y* -3x°y+3y-2X + 3x= Q. (1.3.75)
1.3.6. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE DE ORDINUL |
Ecuaia
y'+p(xX)y=q(x), p.qoct() oo, (1.3.76)
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undey’ :?, definate ecuaia diferenviala de ordinul |, lineaw si neomoge.
X

Deciecuagia omogerd asociai este

y' +p(x)y=0. (1.3.77)
A. Membrul stang al ectiei (1.3.76) defingte operatorul L, care asocidz

fiecarei funcrii y funcsia y' + p(x)y, adici

Ly =y + p(x)y. (1.3.78)
De exemplu, dacL este definit ca
Ly=y +2y, (1.3.79)

atunci el realizeazurmitoarea corespondginde la funge la fungie:

y; =X [ Ly, =1+ 2x=3x,
Y, =COSX Tr - Ly, =-sinx+ 2cos¥, (1.3.80)
y3=€ X [OT - Ly;=-2 2+ 272 =0,

Putem spuneacoperatorul dat de (1.3.78) este definit astfel:

L:cH1) - co(1). (1.3.81)
B. OperatorulL dat de(1.3.78)este linear
Definitia 1.5. Spunem & un operatorL: X - Y, unde X, Y sunt spa&vectoriale
reale/complexe, estmear dac
L(ax +Bx,)=aLl(x)+BL(x,), (1.3.82)

pentru oricexy, X, L1 Xsi orice a,B reali/complesi.

Dad vy, Y2 DCO(I), lar a, B sunt constante reale/complexe, atunci
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L(ay, +Byz) = (ay, + BY2)’ + p(x)(ayy +By-)
def

=ay; + By, +ap(x)y; +Bp(x)y» (1.3.83)
=aly; + p(x)ys] + Bly2 + p(x)y2] = aL(y1) +BL(y2),
Ly; Ly

deciL estelinear, conform definjiei de mai sus.

Observaie. Recunogtem un operator diferefal linear dupa faptul ca,
intotdeauna Tn structura lui, atat funga necunoscuk catsi derivata ei sunt la puterea
ntai.

Definitia 1.6.Numim nucleu al unui operatoL: X - Y si notam cu “ker” (de la

kernel, engl.) muimea elementelor din X care il anuléazadic

kerL ={xOX|L(x)=0y }. (1.3.84)
Sestie (cursul de Algelar, anul 1) é kerL estesubspaiu vectorial al lui X.

Pentru operatorul difergal linear dat de (1.3.78), evident

kerL ={y0c(1) Ly =0, (1.3.85)

deci kerL coincide cu mulimea soluiilor ecuariei lineare si omogene(1.3.77).
Ecuaia linea& si omoger (1.3.78) poate fi scrissub forma unei ectia cu

variabile separabile:

%Jr p(x)y=0 = dy+ p(x)ydx=0, (1.3.86)

de unde, prin Tmgtire cuy, deducem succesiv

d—;’ =-p(x)dx,
d(in y) = - p(x)dx, (1.3.87)

Iny= —j p(x)dx +c.
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In ultima expresiec este o constaitarbitra, pe care o putem considera de
formaInC. Trecand la expon@ala in ultima egalitate, rezult

y =CeJ Pix)ax. (1.3.88)

care estsolwia generali a ecugiei omogene asociate

Observaie. Formula (1.3.88) aratca dimensiunea subsgalui vectorial kerL
este 1.

In continuare, vom scrie edim(1.3.76) sub forma

Ly =y + p(x)y = a(x). (1.3.89)
Putem demonstra imediat
Teorema 1.1.Soluia generafi a ecuaiei neomogengl.3.89)este suma dintre 0
soluie particularz a ecuaiei neomogenesi solwia generali a ecugiei omogene
asigurate.
Demonstrge. intr-adevr, fie Y o soluie particulai a ecugiei neomogene
(1.3.108). Aceasta inseainca

LY =Y'+ p(x)Y = q(x). (1.3.90)
Sa efectdim Tn (1.3.89) schimbarea de fuiec

y=Y+z. (2.3.91)
Introducand n (1.3.89), abhem
Ly=LIY+2z) = LY+Lz=q(x)+Lz.
y ( )Llinear q( ) (1'3'92)

Dar Ly = q(x), deci (1.3.92) impliz Lz =0, adic zOkerL .o

CUM IL DETERMIN AM PE Y?

Raspunsul la aceasintrebare 1l d
Metoda varigiei constantelor (sau metoda lui Lagrange)

Cautam peY de forma (1.3.88), numai € va fi considerat fune dex:
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Atunci

Y' = C’(x)e_I plxJex _ p(x)C(x)e_I p(x)dx,

si, Tnlocuind Tn ecu@a neomogei (1.3.89), ohnem

[ plxe [ bl

LY =Y’ + p(x)Y =C'(x)e "~ p(x)c(x)e

+ p(X)C(x)e_I p(x)dx _c (x)e_I p(x)dx.
Insi LY =q(x), deci

ceea ce conduce la

C'(x) = a(x)e
deciC se oltine prin integrare:

C(x)= _[ q(x)eI PO

In final, soluia particulaii Y este okinuti direct prin cuadraturi

v(x)=e 0¥ g(xgel ey,

Tin&nd seama de teorema 1.1, rezait

(1.3.93)

(1.3.94)

(1.3.95)

(1.3.96)

(1.3.97)

(1.3.98)

(1.3.99)

Soluia generali a ecudiei lineare i neomogene se aine prin cuadraturisi este dak

d

e
y(x) = ce ] PRI [ el | a(x)e) gy

sau, echivalent, de
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yix)=e p(x)dx(c + a(x)e) IO(X)O'Xolxj , (1.3.101)

unde C este o consta#tarbitrara.

Pentru rezolvarea unei eciidineare de ordinul | putem folosi deci una dentr
ultimele dod formule, Tnd in practi@ este mai simpluasprocedm direct. Din cele
spuse mai sus se desprinde &torul

MOD DE REZOLVARE

Etapa I.
Se asociazlui (1.3.78) ecuga omoge# corespunitoare:

Lz=Z+ p(x)z=0. (1.3.102)
Am artat & soluia general a acestei ectia omogene este datde formula
(1.3.88), deci

2 =Ce™l Px)dx (1.3.103)
Etapa Il.
Conform teoremei 1.1,améane § determimm pe Y — o solgie particulai a

ecuaiei (1.3.78).

Aceasta se realizeazu metoda varigei constantelor, dupcum am aitat.
ExempleSa se determine safia general pentru urmitoarele ecud:
a) y'+xy=0.
Rezolvare Este o ecuse difereniala de ordinul I, lineat si omogera. Ea se mai

poate scrie succesiv
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ultima este o ecui@ cu variabile separate. Spluei generdl este
J‘%:—jxdxﬂnc,
y

sau

X2

In|y| :—7+InC,

undeC este o constai@rbitras. Trecand la expongala, gisim

N

X

y=Ce 2,

X2
b) y' +xy= xe 2.
Rezolvare Este o ecu# difereniala de ordinul |, lineat si neomogea.
Etapa 1 Ecuaia omoge# asociai este

Z'+xz=0.

X2
Soluia ei general a fost deja gpiti la exemplub). Ea estez=Ce 2.

Etapa 2 Pentru a determina o sgkiparticulas Y a ecuéiei neomogene, folosim

2
X
metoda variiei constantelor. &utim peY de formaY =C(x)e 2. Introducem fn

ecuaia neomogeit

2

X
Xy =C(x)e 2

X2 2

X
1)Y'=C'(x)e 2 -xC(x)e 2

+

X2 X2 X2 X

Y +xY=C(x)e 2 -xC(x)e 2 +xC(xJe 2 =C'(x)e 2,

N

si cum
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X
Y'+xY=xe 2,
rezulé ca

X2
C'(x)e 2

X2
xe 2,
adici C'(x)=x si deci

C(x):x—zz.

2
2 X
: X
ObtinemY ="—-e 2.

Soluia general a ecugéiei neomogene estg=z+Y , sgadar

_X2 2 x*

y=Ce 2 +2

sau, altfel scris

undeC este o0 constaimfarbitras.

1.3.7. ECUATIA BERNOULLI

Este de forma

y +p(x)y=q(x)y®, a0{og, pqoc’(1). 1 00O.

# Daca a=0, rezult ecuaia de ordinul

(1.3.104)
y' +(p-q)y=0.

| lineatr si neomogea

% Daci a =1, rezulé ecuaia de ordinul | lineat si omogen y'+ py=q.
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MOD DE REZOLVARE
& Impartim (1.3.104) cuy®

& Derivim y01(-1 =y

d
dx

Deci (1.3.104) se transfonin

o P R
1-a dx ya_l ya_l

Notam
1
u= ya—l !
si obtinem
L v+ pxu=qlx),
1-a

!

G\ 1a)=1-qg)y oy = —ny.
(yo)=(-a)y ey = )ya

(1.3.105)

(1.3.106)

(1.3.107)

(1.3.108)

(1.3.109)

care este eecugie lineara si neomoged, avand peu drept fungie necunoscit O

rezolhvam si revenim lay prin (1.3.108).

Exemplu Sa se rezolve ecuia

Y+ Zy=Ty?
3 37

Recunostem in ea o ectia de tip Bernoulli, cux =2.

Rezolvare.

& Imparfim ecuaia cu y*:
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Y. 2g-=1t
y2 3y 3
_1 oY
Notamu=—=u =-—.Avem
2
y
_u+ly=1 (1.3.111)
3x 3
care este o ectia linea# si neomogea.
# Rezolvim ecuaia lineara (1.3.111).
o [Ecuaia omoge#n asocial este
, 2
-u'+—u=0. (1.3.112)
3X

Rezuli Y =2 de unde deducem|ul :zln\x\ +1n[C].
u 3x 3

Soluia general a ecugei (1.3.112) este

2

U=CIx3. (1.3.113)
o Soluia general a ecugei neomogene (1.3.111) este deci
2
U=CDE + U, (1.3.114)

unde U este o solte particulad a lui (1.3.111), pe care o deterdmm cu metoda
variaiei constantelor. Rezult succesiv,
2

2lu(x)=c(x)x3
3X

2 1
1Y) =C'(x) 3 +§ % 3c(x)
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astfel incat

adic

soluia particulai U este deci
U =-x.
Soluia general a ecugei (1.3.111) este

2

u=-x+ Cé|.

# Soluria generali a ecuaiei Bernoulli (1.3.110) este date
2 -1
y= [—x+ C D)(Sj .

1.3.8. ECUATIA RICCATI

Are forma

y' + p(X)y +a(x)y?=r(x), p.groc®()1oo. (1.3.115)
- Daci q=0, rezult ecuaia lineaf si neomoges
y'+ p(x)y =r(x).
2

. Daci r =0, rezulti ecuaia Bernoulli y' + p(x)y = —q(x)y~.

Daci se cunoate o solyie particulari Y ( x), ecugia Riccati se rezobprin

cuadraturi.
MOD DE REZOLVARE
Intr-adevir, cu schimbarea
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y=Y+ z, (1.3.116)

avemy' =Y'+ Z si, inlocuind in (1.3.115), aceasta devine

Y +27Z +p(x)(Y +2)+ q(x)(Y2 +2Yz+ 22): r(x). (1.3.117)

insi Y'+ pY +qY? =r(x), deci z satisface

Z +[p(x) + 20(x)Y]z + a(x)z* =0, (1.3.118)
care este o ectia Bernoulli, cua = 2. Dupa rezolvarea ei, revenim Ig, cu schimbarea

de fungie (1.3.116).

ExempluSa se rezolve ectia
1 2
y=2y +t—, (1.3.119)

stiind ca admite o soltie particula# Y () = 1
X

Rezolvare.

Folosind schimbarea de fure

y=-=+z, (1.3.120)

obtinem
i+z’:}[i—25+zzj+i_
X2 3 x? X 3x2

Rezult ecuaia Bernoulli

7+ 27212 (1.3.121)
3X 3

pe care am rezolvat-o la exemplul coresgtorzcazului Bernoulli, gsind
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2—1

zZ= —x+CD<5

Revenind lay, cu schimbarea (1.3.120), rezudbluia general a ecugéei Riccati

(1.3.119)

1 AN
y:——+(—x+ CD)@] :
X

undeC este o0 constaiarbitra.

Sa mertionam citeva cazuri particulare simple in care emu&iccati se rezoly
prin cuadraturi.

1) Daa

r(x)- p(x)-q(x)=0, x0OI, (1.3.122)

atunci se arétca soluia genera a ecuéei Riccati este

¢+ [[Q() + RO:)lo(x)ax - 6(x) ORI
y(x)= ej (1.3.123)
C + [[Q() + ROx)lo(x)ax + 6(x)
2)  Presupunem, mai generai, c
b?r(x) - a?p(x) - abgx)=0, xOI, (1.3.124)

unde constantela si b nu sunt simultan nule. Dad # 0, atunci, cu schimbarea de

functie

y(x)=a/b+u(x), (1.3.125)
obtinem pentru noua fumie necunoscdt u o ecuge Bernoulli

u' = Q(x)u? + ﬁ?Q( x)+ P(x )} (1.3.126)
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3) Dadci psi q sunt polinoame satifand A = p? - 2p’' - 4R=const, atunci

Yl(x):—%[P(x)h/Z] and Yz(x):—%[P(x)—x/Z] sunt ambele sofii ale ecugei

Riccati
y = p(x)y+y? +r(x). (1.3.127)

Comentariu Ecuaia Riccati este deosebit de importarin aplicaiile din
mecanid, inginerie, fizia, chimie, etc.; de aceea, a fost mult studiédtre o serie de
proprietiti remarcabile (de exemplu, oricare 4 soldistincte ale unei ectia Riccati
date sunt totdeauna in raport anarmonic). Sistedelecuai Riccati sunt printre cele

mai des folosite in cercat moderne din domenigtiintelor naturii.
1.3.9. ECUATIA CLAIRAUT

Este de forma

y=x/ +o(y’). (1.3.128)
MOD DE REZOLVARE
Folosim schimbarea
y =% =p, (1.3.129)
de unde rezuitimediat
dy = pdx. (1.3.130)

Pe de alt parte, din (1.3.128) rezilt

y=xp+d(p), (1.3.131)
relaie care, diferefata, devine
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dy = pdx + xdp + ¢'(p)dp.
pax
Egaland cele dauexpresii ale lui ¢, oktinem

px=pitixc+xdp + ¢'(p)dp,

deci

(x+¢'(p))dp=0.
Rezul@ ca cel puin una din urnitoarele egaliiti este valabi

{dp:o,
x+¢'(p)=0.

o Cazul a).Dac dp=0, atuncip=C si deci

y=xC+¢(C),

(1.3.132)

(1.3.133)

(1.3.134)

(1.3.135)

(1.3.136)

unde C este o constaitarbitraf. Relgia (1.3.136) reprezidtsoluia generali a

ecuaiei Clairaut. Geometric, solia ecudei Clairaut repreziritunfascicol de drepte

o Cazul b).Daci x+¢'(p)=0, atuncix=-¢'(p) si deci

y=-¢'(p) p+d(p)
Rezult

{x= ~0'(p),
y=-¢'(p)p +¢(p)

(1.3.137)

care reprezirt ecuaia parametrig a unei curbe integrale pentru egagClairaut, care

nu se oline din soldia general, particularizand p&C. De aceea, aceastoluie este o

solufie singulawi. Geometric, ea esfafasuratoarea fascicolului de drepteeprezentat

de soldia generai.

Intr-adevir, dac F(x,y,C)=0 este un fascicol de curbe, atunci eliminande

intre relaiile
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F(x,y,C)=0,
oF

- b ’C :O’
aC(X y.C)

obtineminfasuratoarea fascicolului

(1.3.138)

in cazul ecugei Clairaut,F si g—(F: au urnatoarea form

o (xy.C)=x+4/(C)

Eliminand peC intre cele do@iecuaii de mai sus, ofmem

{x =-¢'(C),
y=-¢'(C)CC +¢(C)

care sunt tocmai ectide parametrice ale saofiei singulare.

F(x,y.C)=xC+¢(C)-y=0,
0 (1.3.139)

(1.3.140)

Deci soluia singulara a ecuaiei Clairaut este infisuratoarea fascicolului de
drepte ce reprezidgtsolwia sa generat.

Exemplu. S se rezolve ecuia

y=x/-y*. (1.3.141)
Rezolvare.
y' =p _ dy: pd)(1
y=xp-p?  |dy= pdx+xdp-2pdp.

Egaland expresiile luiyd deducem
pdx+xdp — 2 pdp =pdx= (x- 2p)dp =0,

adic

dp=0,
{X: 2 (1.3.142)
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o Cazula).dp=0= p=C, deci

y=x[C-C?, (1.3.143)

care repreziitsolutia generali a ecugiei Clairaut.

o Cazul b). Avem

{X:Zp,
y=2pp- p®=p?

de unde deducem imediat

2
== (1.3.144)
4
care reprezitsoluia singulara a ecuaiei Clairaut.

A

y

O »
WL '

X

In figura de mai sus este drigati soluia singula#, tangent in fiecare punct la
una din dreptele fascicolului care reprezirgoluia general a ecug@ei Clairaut

considerate.
1.3.10. ECUATIA LAGRANGE

Este de forma

Aly')y +B(y')x+C(y')=0, (1.3.145)
deci depinde linear desi y. Dac A(y')# 0, impirtind cu el, oinem
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“Aly) g(y)= —%. (1.3.146)

Daci f(y)=y, atunci (1.3.146) este o ediga Clairaut; a fost tratatin

y=f(y)x+ga(y).

paragraful precedent.

!

Presupunem deciicf (y')# Y .

MOD DE REZOLVARE

Procedm ca in cazul ectiai Clairaut. Fie deci

,_dy
=—2=0p, 1.3.147
Y= P ( )
de unde rezuitimediat
dy = pdx. (1.3.148)

Pe de alt parte, din (1.3.146) rezilt

y =xf(p)+g(p). (1.3.149)
relaie care, diferefiata, devine

dy = f(p)dx + x'(p)dp + g'(p)dp.

s (1.3.150)
Egaland cele dauexpresii ale lui g, oktinem
pax=f (p)dx+xf'(p)dp + g'(p)dp, (1.3.151)
deci
[f(p) - plax+[xt'(p)+ g'(p)ldp = 0. (1.3.152)

Daci f(p)=const, atunci ecugia (1.3.152) este cu variabile separabilese

rezol\a ca in paragraful 1.3.2.

In caz contrar, avem d#wituaii posibile:

a) f(p)# p. Atunci impirtim (1.3.152) cuf (p)- p si rezult
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ax, (p) g(p) _,
o f(p)-p f(p)-p (1:3.153)

Aceasta este o eaqimdifereniala ordinad lineaé si neomogea, a crei fungie
necunoscut estex, variabila independeatfiind p. Rezolvand-o cu metoda deséria

paragraful 1.3.6, amem soltia sub forma x(p)=a(p)C +b(p), unde C este o

constard arbitrat.
Din (1.3.149) rezuit

y(p)=[au(p)C +bi(p)| (p)+ o(p), (1.3.154)
sau, altfel scris,

y(p)=ay(p)C +b,(p), (1.3.155)
unde am folosit notale

a,(p)=a(p)f(p). by(p)=bi(p)f(p)+a(p). (1.3.156)

in final oltinemsolwia generali a ecuaiei Lagrangesub forma parametiic

{X( p)=ay(p)C +by(p)

y(p)=az(p)C +b;(p).
b) Daci f(p)- p=0 admite soltiile reale p;, inlocuind in ecuia (1.3.146)si

(1.3.157)

tinand seamaicf (p;) = p;, rezulé soluiile

y=xp +9(p;). (1.3.158)
relgii care reprezirit ecuaii ale unor drepte, pentru fiecape.
Aceste soldi pot fi singulare.
Exemplu S se determine sofia general a ecugei
8 .3
277
Rezolvare Este o ecuge de tip Lagrange. Deci apiim schimbarea

y:x—g'y'2 + (1.3.159)
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y'=p — dy=pdx,

si deducem

4 . 8 3
=X—-—p°+—p°,
y gp 27p

din care obinem, prin diferetiere,

8 8 -
dy =dx—— pdp +—= p“dp.
y gpp gp Y

Egaland cele dauexpresii ale lui ¢, gasim

8 8 »
dx =dx ——= pdp + = p“dp,
P 9I0IO gp p

sau, dup efectuarea calculelor,

(p—l)[dx—g pdp} =0.

Rezult ca cel pdin una din urmtoarele egalitti este valabi:

8
dx——=pdp =0,
9 pap
p=1
a) Prima egalitate este de fapt ega@u variabile separate
8
dx——=pdp =0,
9 pap
cu soldia genera
4 2
Xx=—p“+C
9 P
Din (1.3.161) rezuitsi
8 3
=—p”+C.
27 P

(1.3.160)

(1.3.161)

(1.3.162)

(1.3.163)

(1.3.164)

(1.3.165)

(1.3.166)

(1.3.167)

Soluria generali a ecugéiei Lagrange se aime deci informa parametria
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. (1.3.168)
y=_-p>+C.
27

Eliminand p intre cele doiu expresii din (1.3.168),agim solwia generali sub

forma implicita

(x-C)*=(y-c)?|. (1.3.169)
b) Cea de a doua egalitate (1.3.165) inmplic 1, care, inlocuit in (1.3.161), duce

la soluria singulara a ecugéei Lagrange:

y=X—-—| (1.3.170)

1.4. METODA APROXIMA TIILOR SUCCESIVE

In paragraful precedent am pus in evidamele tipuri de ecui diferentiale de
ordinul | care pot fi rezolvate prin cuadraturindoicand la formule analitice concrete
ale soluiilor. Dar nu sunt multe cazurile In care apar e¢cwde aceste tipuri. Acest
neajuns ar putea fi compensat priisigea unor metode aproximative ale sidhr.

Una dintre cele mai uzitate asemenea metode es®da aproximailor
succesivesaumetoda lui Picard Intrucat metoda este construdtiv vom prezenta in

cadrul complet al teoremei de exigtesi unicitate a soltiei problemei Cauchy.

1.4.1. TEOREMA CLASICA DE EXISTENTA S| UNICITATE CAUCHY-
PICARD

Teorema 12. Fie problema Cauchy
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dy _
- f(xy).

y(%) = Yo.
Presupunemcf satisface urmditoarele condii:

(1.4.1)

x—xo\sa,\y—yo\sb}

2) feste Lipschitz in raport cy gteci exist o constani pozitivi K astfel incat

1) f0c@), a={xy)oo?

f(xY)-f(xz)<KlY-2|, O(xY)(xz)0Q. (1.4.2)

Atunci problema Cauchyl.4.1) admite o solde uniai yOCY(1), unde | este

intervalul | =(xg — h, Xy + h), lungimea s&h fiind determinai astfel:

. b
h = v (1 M = f ’ . A
mm{a v } (x,syl;DpQ (xy) (1.4.3)

* Demonstréie. M exist si este finit, éci f este continuu pe compact.

Demonstim intai

EXISTENTA SOLUTIEI

Integrand ecué din (1.4.1)si tindnd cont de conga Cauchy, obse&n ci
problema (1.4.1) este echivalgicu ecuda integrak

X

¥()=yo + [ f(t.y(t))ct. (1.4.4)
Xo
Existenta este constructig, prin

METODA APROXIMATIILOR SUCCESSIVE,
care se mai nungte si metoda lui Picard autorul el.
Metoda este eficieatsi are un grad mare de aplicabilitate. Ea poateilizata si

in alte probleme.
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In cazul nostru, considan urmitorul sir aproximant pentru sofia problemei
(1.4.4):

(1.4.5)

Urmam cateva etape:

. Demonsteim ai sirul {y,} este bine definiti toate fundile y,, N9, au

n9ot

valorile numai in intervaluly, —b, yo +b], pentru oricexCl.

II. Ardatam i sirul {yp},, este uniformsi absolut convergent pe

in acest scop, considen seria

S=yo+(1=Yo)* o+ (Yn = Yna) +-on (1.4.6)
ale cirei sume pafale sunt chiaryg +(y; = o) +... + (Yn = Yn-1) = Y-
Demonstim ca
#seria (1.4.6) are termenii majarde constante pozitive pe |, iar
% seria numerica acestor constante este convergent
Conform criteriului lui Weierstrass (vezi cursul de Analiz Matemati@, partea
), rezulé ca
Seria(1.4.6)este absolugi uniform convergent pe |.
Sa notam suma acestei serii gu Termenul general al lui (1.4.6) este continuu,
deci, conform propriétilor sumei seriilor de furté@ (Cursul de Analiz Matematid,

parteal), &
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Sumay a seriei(1.4.6)este conting.
Se poate trece deci la lirniin relaia de definjie (1.4.5)si avem

X

y(x)=yo+ [t y(t)et; (1.4.7)

Xo

cumy si f sunt continue, rezdltca membrul drept al lui (1.4.7) este derivabil, deci

membrul stany este de cIa‘asCl(I). In concluziey satisface problema Cauchy (1.4.1).

UNICITATEA SOLU TIEI
Se demonstre&zrin reducere la absurd.

1.4.2. PRINCIPIUL CONTRACTIEI

Metoda aproximgilor succesive aplicatecuaiilor diferentiale ordinare implig
un concept mult mai general, cu numeroase ajplieamume,principiul contracsiei. I
vom prezenta pe scurt.

Fie X o mukime pe care s-a definitdistarnya (metrici):

d: Xx X-0O,, (1.4.8)

Cu proprietitile:

1.d(x y)>0si d(xy)=0= x=y,

2.d(x y)=d(y %,0% yJ X proprietatea dsimetrig

3.d(xy)<sd(x 3+ d zyO xyZ . inegalitatea triunghiului.

Astfel, X Tmpreud cu d ce indeplingte proprieitile de mai sus formeaz
spaiul metric (X, d).

Definitii:

1. Sirul {X,},o, O X esteconvergent in metrié citre xJ X dadi sirul numeric

{d(xn, X)}, 50, €Ste convergent.
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2. Sirul {x,},0o; O X se numegte Cauchy in metrié daci pentru oriceg >0
gasim un rangN(g) astfel incat
d(Xn, Xns p ) <€, (1.4.9)
pentru orice rang > N(g) si orice por.
3. (X,d) se numete spaiu metric completdac orice sir Cauchy in metrig
admite o limi in X.
Sa consideim acum un operatdr : X - X.
Definitii:
1. T se numgte contragie dac exis& un nundr pozitiv subunitarp <1 astfel
ncat
d(TxTy)<pd(xy), Ox,yOX. (1.4.10)

2. X se numgte punct fix pentruT daa

X=TX. (1.4.11)
Cu aceste preciz si definitii, putem enuta acum, ra a o demonstra,

Teorema 1. 3.(Principiul contracsiei): Fie (X,d) un spaiu metric completsi
T: X - X o contragie. AtunciT admite un punct fix unic.

APLICA TIE: DEMONSTRAREA TEOREMEI CAUCHY-PICARD CU PRINCIPI UL
CONTRACTIEI

Teorema 1.4 Fie problema Cauchy
{y’ = f(xy)

y(%0) = Yo.
Presupunem adevate ipotezele teoreméi3,deci

1) 10c%D), D={(xy)x-xl|<a

(1.4.12)

Y‘YO\<b};

2) f Lipschitz in raport cly pe D, adic exist o constarit K >0 astfel incat
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[f(xY)-f(xz)<K]Y -2, 0(x,Y),(x,z)OD. (1.4.13)

Atunci problema Cauchfl.4.12)admite local o soltie uniai.

Demonstrge: Casi in demonstrarea teoremei 1.2, integrecugia din (1.4.12)i

rezul, tinand seamai de condiia Cauchy

X

y(x)=yo + [ f(t.y(O)kt. (1.4.14)

X0
Problema Cauchy (1.4.12) este deci echivalent ecuda integrai (1.4.14).

Aceasta pune in evidgnoperatorul

X

Ty=yo+ [ (b y(t)et, (1.4.15)

Xo
care este definit pe mirhea (spaul) C°(ly), cu valori tot inC%(ly), 14 fiind

intervalul |, =[x—-a,x+a]. Fie
|1
h= mm{E,a} : (1.4.16)

undeK este constanta Lipschijzsa consideim intervalull =[x, — h,xo +h].

Atunci, daé pe C°(I ) considetm distana definiti de

d(x y)= su Iﬁy(x) - 7(x)

. y,z0c(1), (1.4.17)

avem
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aryT2)=sup [ 1 vl - | 1(c o)t

xDI X0

o (1.4.18)
<igloK )2[) Z(t)|dt| < K|x — xo| C(y, 2).
Rezula
d(Ty,T2)< Khd(y, ), (1.4.19)

undeKh=p <1, conform inegalitii (1.4.16).

Deci T este contrace.

Sa obserdm c CO(I) este complet in raport cu metrica, definile fapt, cu

ajutorul normei “sup”. Apliam principiul contragilor si rezulti ci exisi YOCO(1),

unic, astfel Tncat

Y =TV, (1.4.20)
adica
Y()=yo + [ f(LY (). (1.4.21)
Xo

insi f este continuu, deci primitiva din membrul drepteede clas C(I).
Rezult Y OCY(1), asadarY satisface (1.4.13.

Exemplu Fie problema Cauchy

d
oY D={uy<iyi<t (14.22)
y(0)=0
Sa se aproximeze saia problemei Cauchy folosind metoda aproxiifa
successive.
Rezolvare:
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ETAPA 1. Identificam datele din teoremele 1sB1.4:
f(x,y)=x?+y?, % =0, yp=0, a=1, b=L1. (1.4.23)

ETAPA 2. Determiam intervalul pe care este valabrhetoda.

a) Conform teoremei 1.3, avem

h=min{aﬁ}, M= sup {f(xy)}, (1.4.24)
(x,y)OD
unde
M= sup {f(xy)}= sup ﬂxz +ylf=2, (1.4.25)
(x y)oD X<1|yl<t
deci
1)1
h—m|n{l§}—§. (1.4.26)

b) Conform teoremei 1.4, avem

[f(xy)- f(xg =[x+ ¥-%-4<| ¥ | ¥ | (1.4.27)
deci
f(xy)-f(xz)<2y-7. (1.4.28)
Rezult K =2 si, conform inegalitii (1.4.16),
=mi 1 =mi } :E
h-mm{K,a} mln{zl} > (1.4.29)

adici aceea valoare ca in cazul teoremei 1.3.

Intervalul Gutat este deci

ﬂ (1.4.30)
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Sa calcukm primele trei aproximéa succesive ale sofiei problemei (1.4.22).

Avem
yO = O,
X 3
— 2 .02 ) = X
y1—0+I(t +0 )dt_i’
0
X 3)2 3 7
t X® X (1.4.31)
=0+ || t2+] = | |dt=2—+2,
V2 ! (3) ] 3 63
X 3 .7)? 3 7 11 15
yS:J't2+ r.r dt:X_+X_+2X L X
. 3 63 3 63 2079 59535
Obserdam c fundiile vy, y», y3 sunt imparesi cresétoare. Deci fiecare dintre

e : R 1 N .
ele &i atinge maximum-ul Tn punctulx:E. Calculand valoarea aproximantelor

Y1, Yo, Y3 Tn acest punct,agim:

1) 1
= |==-0004166
yl(zj 24 6
1 1

yz(—j =0,041666+ [J0,04179
2 63128

(1.4.32)

1 1
+ :
2192079 2'°59535
<107®
Deci chiar pentru un nuin mic de iterdi (trei), soluiile aproximante difer

yg(%J =0,04179+

foarte puin.
Observaii.

« Nu intotdeauna valorile Ith calculate conform celor daueoreme 1.3i 1.4
coincid; aceasta, datatitalculului constantei Lipschit pe de o partsi cel

al maximume-ului fungei f, pe de alt parte.
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- Cand aplidm metoda aproximalor succesive, lucrurile se intanipta in
cazul @utarii limitei unui sir Cauchy: nu cunagem limita, dar, pe #sui ce
avandm 1n sir, termenii se apropie intre ei, apropiindu-seagest felsi de
limita.

Exemplu Tastai un numdr arbitrar pe display-ul unui calculator de buzusiar
apasai succesiv tasta “cos’célculand in radiani. Dupa cateva itergi, numirul afisat
pe display st pe loc.

Aceasta inseamfca afi rezolvat ecugia x = CO<X

Cu precizie detg™ "1

1.5. APLICATII IN MECANIC A, FIZIC A S| INGINERIE

Aplicatia 1.5.1. Micarea corpurilor pe verticala in vecinitatea suprafgei
Pamantului (D. Comanescu, |. Csu)

Problema fizigi. In multe situgi fizice concrete corpurile pot fi considerate
puncte materiale (imaginea in gpaa acestora este un punct geometric) cu masa
constard m. In aceast sediune corpurile se naca in apropierea suprata terestre, prin
urmare fotele cele mai importante cetmmeaz asupra corpului sunt greutat&a si

—

forta de frecare cu aerLFFa. Greutatea are expresia=mg, unde g este vectorul

accelergéei gravitgionalesi este un vector constant deinme g = 981m/s?, direaie
verticak si avand sensul spre centrulrRantului. Cea mai utilizatexpresie a faei de
frecare cu aerul este, =—pJv|@ undeV este vectorul vitezce are rarimea|v|, iar y

este 0 constaitpozitiva numita coeficient de frecareVom presupune ac punctul

material este aruncat de pe supafeeresti vertical in sus cu viteza dearmme v.

Accepim c miscarea este rectilinigi se desfsoari pe verticala ce trece prin poai

initiala a corpului. Pe dreapta pe care se realizeagcarea alegem un reper cu originea
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in poztia initiala a corpuluisi cu sensul pozitiv “In sus”. Modelul matematic al
miscarilor este o consecifi a teoremei impulsului ce poate fi exprithastfel “variaia
impulsului este egalcu forta rezultant ce ationeaz asupra punctului material”.

Vom analiza pe rand catevagaiiri care apar mai des in apliii practice.

A. MISCAREA SUB ACTIUNEA GREUT ATII

Model matematic In aceast se¢iune vomtine seama doar de greutgievom
neglija frecarea cu aerul. Notadnd ewcomponenta vitezei pe axa desaaire,tinand

seama de teorema impulsukiiialegerea reperului, evala vitezei este modekaiprin

vV=-g,
{V(O) =Vp.

Solurie. Ecuaia difereniala este cu variabile separabile, mai precis o probléen

problema Cauchy:

primitive, iar soldia problemei Cauchy este
v(t) =vp —glt.
Notam cux componenta rgcarii pe axa vertical. Aceasta este sala urmatoarei
probleme Cauchy:
X=vg—-gl
{ x(0)=0
Si in aceadt situgie avem o problemde primitive, cu solua:

2
X(t) = vq [ﬂ—%.

Interpretare fiziai. in figura 1.5.1 este prezentatimularea mycirii pe verticaf

pentruvgy =150m/s.
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1000

200

00

400

200 H

Figura 1.5.1. Mjcarea pe vertical sub agiunea greud/ii

Analizand matematic viteaasi miscareax deducem uritoarele:
. V, : o
e 1n intervalul temporaI[O,—O] corpul execut o miscare ascendentajungand la
g

2
NI : Y
fnaltimea maxind H a5y = 0

_ﬁ’
n . VO 2[V0 . - A
* in intervalul tempora]—,——] corpul execut o miscare descendentazand
g 9

pe Rimant cu o vitez de nérime Vg ;
* dssi soluiile problemelor Cauchy se pot extinde matematidupa momentul

2( - e
Vo acesteasi pierd semnificga fizica.
g

B. MISCAREA SUB ACTIUNEA GREUT ATIl SI A FRECARII CU AERUL
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Model matematic Notand cuv componenta vitezei pe axa descairesi tinand
seama de teorema impulsuliialegerea reperului evala vitezei este modekatprin

problema Cauchy:
v=-g-pQv|
v(0) = vy
O analia calitativa a soldiei pune n evidegd existena unui interval de forma

[0,T,] In care viteza este pozitid. Pentrut > T, viteza este negatiy

Solurie. Aceste obsertine conduc la separarea studiului in @leazuri.
B1. Miscarea ascenderit

in acest caz0[0,T, Jar problema Cauchy devine

\'/:—g—pljlz,
v(0) = vp.

Ecuaia difereniala poate fi tratat fie ca o ecuge cu variabile separabile, fie ca o

ecuaie Riccati. Soltia problemei Cauchy este:

v(t) = J%EQ( arCtg(\/g D) =/ 0.

Aceasi forma pentru vitez este valab# pari cand viteza se anuleazDin

aceast condtie se determintimpul de urcare

1 K
T, = arctg(, |[— Lvg).
T )

Miscarea ascendenéste soltie a problemei Cauchy

Xzﬁﬂg(arct K N —H g )
M g

x(0)=0

Fie prin calcul direct, fie utilizand un program dalcul al primitivelor (noi am
utilizat programul MAPLE 11) deducem
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1

L+ Jg o Og(y/u (g [))?
= | .
<0 20 1+ tg®(Ju o )

TInaltimea maxird la care ajunge corpul este

U
g

Hmax = X(Ty) = ﬁln(U )-

B 2. Miscarea descenderit

Pentru un timg superior luiT, viteza corpului este saia problemei Cauchy

V=—-g+H 2,
v(T,) =0.
Ecuaia difereniala poate fi tratat fie ca oecugie cu variabile separabilefie ca
0 ecuaie Riccati Soluia problemei Cauchy este:
M 1+expRU/Muig [t -T,))
Miscarea descendend corpului este modekatle problema Cauchy
Xz\@g—exp@&/ut@ 1t -Tw)
M 1+exp@U/pg Ht-Ty))
X(Tu =H max)

a arei soluie este

2
1 2\/1+HTO
= |9t - = :
X(t)_\fum M e i T

Expresiile mgcarii si ale vitezei au relevah fizica atat timp cat corpul se afin

aer, adig atat timp cak este pozitiv. Egaland pecu 0 determiam timpul de coboréare

al corpului
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2 2
T, = ! In(\/1+“wO +\/pr)

NI g g

Introducand aceastexpresie in formula vitezeiagim viteza de adere pe

suprafaa RPimantului

g g g

2 2 2
H Vg +\/H|]/o E(“HWO )
" [V, Vo2 V2.
\/EH]__FM 0 4 M LWYo (1+u 0 ))
g g g g

\Y

Interpretare fiziai.
Analizand matematic expresiile goirii si vitezei atat in micare ascendentat
si Tn miscare descendentieducem uriatoarele:

» aerul are un rol “nivelator” ceea ce poate fi enttht de urnitorul rezultat:

g.
t) - =,
v, -\

* timpul de coboréard, este mai mare decat timpul de urcéje
* viteza de adere pe Bméantv, este mai mit decat viteza de aruncavg.

in figurile 1.5.2si 1.5.3 sunt prezentate siritile numerice ale evotiei vitezeisi

a mkcarii corpului pentru o vitez initiala v, =150m/s si pentru un coeficient de frecare

cu aeruly=0,01m™.
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120 +

100 +

20 4

60

20 4

-20

Figura 1.5.2. Evolga vitezei in mjicarea pe vertical sub agunea

greutii si a forrei de frecare cu aerul

150

100

501

Figura 1.5.3. Mjcarea pe vertical sub agiunea greudtii si a forsei de frecare cu aerul
Valorile numerice pentru &iftimea maxini si pentru timpii de urcarei coboréare

sunt date in uratorul tabel:
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H o (Metri) 157,4
T, (secunde 4,3
T. (secunde 7,1

EFECTUL FREC ARII CU AERUL
Analizand matematic fuide ce descriu vitezai miscarea corpului Tn cele dau

modele studiate, cu acgeuiteza initiala, obserdm urnitoarele proprieiti:

corpul se ridig la o iriltime mai mi@ atunci cind asupra lui agneaz atat
greutatea ca forta de frecare cu aerul;

timpul de urcare “in aer” este mai scurt decat tihgke urcare “in vid” (atunci
cand seine cont doar de greutate);

timpul de coborare “in aer” este mai scurt dechfinevid”;

“un

viteza de gdere pe suprafa terestt este mai mig “in aer” decéat “in vid”;
in figura 1.5.4 sunt prezentate siémle numerice ale vitezei corpului cu
valorile constantelor din sggnile precedente; cu culoarea gri “in vigi’ cu

culoarea neagrin aer”.

150
]
100 1

50

-50 4

-100

—150:
Figura 1.5.4. Efectul frefrii cu aerul asupra vitezei
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* in figura 1.5.5 sunt prezentate sidrilé numerice ale mgcarii corpului cu

(¥

valorile constantelor din sggnile precedente; cu culoarea gri “in vigi’ cu

culoarea neagr‘in aer”.

1000
200 4
600 o
400 +

200 4

Figura 1.5.5. Efectul fraemii cu aerul asupra ngicarii

Aplicatia 1.5.2. Golirea rezervoarelor(D. Comninescu, I. Cgu)

Problema fizi&z. Un rezervor cilindric de razR ce conine o cantitate de lichid
este golit printr-un orificiu de ari8 aflat la baza acestuia. Rezervorul poate fi alirent
printr-un robinet. Ne intereseagvoluia in timp a volumului de lichi¥/(t) din rezervor.
Pentru deducerea modelului matematic utizurmitoarea lege de bilan“variatia
masei din rezervor este egjau diferema dintre masa de lichid ce iatprin robinet in
unitatea de timgi masa de lichid ce iese prin orificiu Tn unitata timp”. Tn cele ce
urmeaz vom presupuneacmasa de lichid ce irtrprin robinet pe unitatea de timp este

constant si 0 vom notak,. Masa de lichid ce iese prin orificiu Th unitatEtimp este
egah cu k, [p[(BE0w unde am notat c@ densitatea lichidului, cw(t) mirimea vitezei
unei particule de lichid situatpe suprafea S a orificiului si cu k, coeficientul,

determinat experimental, care expifiprocentul din ariés a orificiului prin care iese
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efectiv lichidul. Pe baza celor de mai susotand cum(t) masa de lichid din rezervor
putem scrie

m=k — k oS,
Ko

inlocuind masa cu volumgl notandk, =; oktinem

V =k - k, 0SOu
Vitezaw de evacuare a lichidului prin orificiu este dde Legea lui Torricelli,

care este o consecina unei legi mai generale date de Bernoulli. Aceadirma ca

viteza de scurgere a lichidului din rezervor eg@ﬂg [h(t), undeg este acceletia

gravitaional, iar h(t) este Tiltimea coloanei de lichid deasupra orificiului. Stiz&nd,

putem scrie

V() =k - k, (S3/20g71)
Din formula volumului cilindrului deducenmac

V(1)
R

Inlocuind Tn ecugia difereniala precederit gisim ecuga difereniala a evoluiei

h(t) =

volumului de lichid
. 1
V- kB0,

2 . : L L _
unde am notak, = kzq/TEg Ecuaia de mai sus este o edieadifereniala cu variabile

separabile. Dacrobinetul de alimentare este inchis=0, atunci ecuga difereniala
poate fi privié si ca oecuaie Bernoulli(vezi § 1.3.7). Notand volumul imal de lichid

cu V,, evoluia volumului de lichid este saia problemei Cauchy
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V= k;kﬁéﬂ/;
V(0)=V, |

0

oy
1

CAZUL IN CARE ROBINETUL DE ALIMENTARE ESTE INCHIS

Problema Cauchy devine
. 1
V = -k G§ V2
R
V(0)=V,
si are soldia:

V(o= (k, IZSD; [2R DzFa:l/Tg)z |

T T T T T T '. e 1
0 1000 2000 3000 4000
f

Figura 1.5.6. Evolga volumului de lichid pentru diverse arii ale aciului.

In figura 1.5.6 este prezertasimularea evoliei volumului de lichid pentru

urmatoarele valori ale parametrilor  si condtiei initiale:

1
V, =100nT, R=1m k= 0,1m0S. Cu linie punctat avem evoltia volumului
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lichidului atunci candS=0,05n7, cu linie conting atunci candS =0,1nf si cu linie
ntrerupti atunci candS=0,5nf7.

Desi soluia problemei Cauchy este globaldefinita pe [1), relevama fizica a
acesteia este pe intervalul de tifi@hT,] unde T; este timpul de golire al rezervorului

_2Rafy
si are expresiaTe —W. Aceasl expresie ne ajatla rezolvarea unor probleme

practice de uritorul tip: “determinarea ariei orificiului pentriadimpul de golire &se

incadreze intre anumite limite date in prealabil”.

CAZUL GENERAL

Pentru a simplifica studiul facem schimbarea deabds W :E undeW este

k, (B

. . Vo .
volumul de lichidnormalizatsi introducem notgile W, =2 si a:\/EER' Cu aceste

K

notaii problema Cauchy a evaiei volumui de lichid din rezervor devine

W =1- arwe
wO)=w
Expresia explicit a soldiei este imposibil de almut prin fungii elementare. Fie
prin calcul direct fie cu ajutorul unui program dalcul simbolic cum ar fi MAPLE 11
se poate da saia in forma implicita. Expresia acestei este complicat nu o vom
prezenta in acedsiucrare.
Pentru a sesiza comportarea volumui de lichid erervor prefeim s prezenim

soluia problemei Cauchy pentru valori particulare abrgmetruluia si a condiiei
initiale W,. Mai precis vom consider@ =2, W, =1, Soluia impliciti a problemei

Cauchy este
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20GMW +1n | 20/W - 1 2= 2t.Ficand o analiz matematié detaliai a soluiei

sau urndrind simularea din figura 1.5.7 obsémv ca volumul de lichid scade tinzand

spre o valoare strict pozitivatunci cand — .
1,0 q
0,9 4
0,2 o
0,7 o

0,64

0,44

034

Figura 1.5.7. Evolgda volumului de lichid normalizat
N _ _ 1 : .
In general se obsefwa da@ este satigicuti relaia W, =¥, atunci funda W

este constaiatceea ce aratca volumul de lichid #méane tot timpul constant. Dac
1 . . L 1

W, >¥, atunciW este o funge descresttoaresi lImw(9 =3 deducem & volumul

de lichid scadsai tinde spre o valoare strict poziiifaceast situgie este prezentain

: : 1 : . .
simularea de mai sus). Dac\\, <¥, atunci W este o funge cresétoare si

-~

. 1 L L. )
I|mW(t)=¥; deducem & volumul de lichid crgte si tinde spre o valoare strict

t o0

pozitiva.
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Aplicatia 1.5.3 (M.V.Soare, [19,20])

Problema fizia. S se determine funia de eforturi (efortul meridian) pentru
placile curbe sutiri de rotaie. Cazuri particulare: cupola sfetig cupola parabolit

Model matematic In cadrul teoriei membranei se stafife urmitoarea ecuie

diferentiala ordina#, pe care o satisface furecde eforturid =U (¢) (efortul meridian)

U (Lo _cqpy- N Tdoye, 0 oy, (1.5.1)
do \ro do

in (1.5.1),¢ este unghiul meridian (variabila independgnt, = ro(q)) este raza cercului

paralel al suprafei meridiane (de rotee), iar n= 2 este un nu#r intreg.

Solurie. Ecuaia (1.5.1) este de tip Riccaiio putem rezolva prin cuadraturi dac
I se cunogte o soldie particulad (vezi 8 1.3.8). O asemenea g@upoate fi gsita in

cazurile particulare din enun

A. CUPOLA SFERICA. In acest caz, notand ewraza suprafei meridiane sferice,
rezuls ry = asing, deci(l/r,)dry/dd = cotd . Ecuaia (1.5.1) ia forma mai simpl
du n 2
—+—1-U")=0. 1.5.2
ddp sind ) ( )
Putem scrie acedisécuaie sub forma

dJ + erq) =0;
1-U? sind
aceasta este 0 e¢igacu variabile separate, arei solutie este (vezi 81.3.1)

c+tan ®

LJ:——————7§, (1.5.4)

C-tan®" *

(1.5.3)

N

undeC este o constaite integrare.
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Ecugii difererviale ordinare de ordinul Intéi

A. CUPOLA PARABOLIC A. Dac a este raza de curburla cretetul

paraboloidului, avemry =atan¢ si dro/dq):a/coszq), astfel incat ecum (1.5.1)

devine

dU+US|n¢_ n U2+ n —0.

dp  cosd singcos® sin

Ea mai poate fi scrissub forma

d( U n uz \_
C°S¢d_¢(cos¢j " sing (l_ cod qJ -0

ceea ce sugereadoui soluii particulareU,,U, =+coso .

Din acest punct sunt posibile doonoduri de rezolvare:
i) Introducem notga v=U/cos} si ecuaia (1.5.6) devine
ﬂ+—n_ @—VZ):O,
dd cospsing
care este o ectia cu variabile separabile, de agel#p ca (1.5.2).

Putem scrie
dv. _ 2nd¢
1-v? sin2¢’
de unde
y=CF tan”" ¢
c—tan®" ¢’
Tn final, avem
2n
c+tan
U=co —2¢ ,
c—tan™" ¢

undec este o constaltrbitra.
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i) O alté posibilitate, care duce ¢a calcule mai complicate, este aceea de a
folosi faptul & ecuaia (1.5.6) este de tip Riccaitiii cunogtem dou soluii particulare.
Aplicandu-i schimbarea de fume

U =v+coso, (1.5.9)
obtinem

d i 2
v, fSine ___2n ) n 2 =0, (1.5.10)

- - - V- =
dp \cosp sinpcosd) singcos’ ¢
deci o ecugie de tip Bernoulli, cua =2 (vezi § 1.3.7). Notandz=1/v, rezult pentru
noua fun@ge necunoscitz ecuaia linea neomogea de ordinul |
dz sin 2n n
——+Z( b_ . J— : =0, (1.5.112)
dp \cosp sindpcosd) singcos ¢

care poate fi rezolvatcu metoda prezentain § 1.3.6. Solia general a ecugei

omogene asociate este

_ C -2n
Zo—ﬁ(tamb) )

iar o soluie particulaii a ecuéiei neomogene se poate determina folosind metoda
varigiei constantelor. Gimem in final

- L -2n _ 1
i cosd (tano) 2cosh

Revenind lar si apoi laU, deducem

cltang) ™ + 1

U= Coi)n 1 +cosh =cosh o % =
c(tand) S c(tang) 5 (1.5.12)
_ o K+ (tang)™
cosh K - (tanp)™"’
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unde am notaK =1/2c. Se vede cugurinta ca formele (1.5.83i (1.5.12) ale soltiei
sunt identice.
Observaie. O posibilitate de a integra e¢iza (1.5.1) apare atunci cand

coeficienii satisfac condia (1.3.122), adic

1 drg n 1 dr n
——=—cotd - ——=+ =0 5.
ro do ¢ cosp ro dp sind (1.5.13)
de unde rezuit
dry
dp _ cosp (1.5.14)
rp, SN

Dupa cum se vede, aceastcondtie este satigtuti pentru cupola
sferici(r, = asing).
In cazul mai general (1.3.124), edasRiccati poate fi integratdaci exisé doui

constante, b, care § nu fie simultan nule, astfel incat

aziidﬂ+a —i%+cot¢ —bz_i= ; (1.5.15)
cosd ry do o do sing

ceea ce revine la

dr 2n -
i—O:COt b“n - abcos}

. 1.5.16
ro d a’n - abcoso ( )

Aplicatia 1.5.4. Mgcarea unei rachete printr-un nor de praf cosmic D.
Cominescu, I. Cgu)
Problema fizi@.O rachei cu masa constanim se mgca, in urma unui impuls

initial, printr-un nor de praf cosmic. Acestatianeaz asupra rachetei cu o farde

frecareF . Pe baza datelor experimentale s-a ajuns la coacth forta de frecare este

de forma
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Fe=-u(lv v

unde C/este viteza, iary:[0,0) - [0,00) este o funge contind. Datoriti simetriei
problemei, mjcarile rachetei cu un impuls i@l sunt rectilinii. Alegem o astfel de
migcare a rachetai un reper cu originea in pe@ initiala a rachetegi cu sensul pozitiv
dat de viteza imiala a acesteia. N&tn cuv componenta vitezei pe axa desoairesi cu

v, Viteza intiala. Pe baza teoremei impulsului, a expresiejeiode frecarai a alegerii

reperului se ofine modelul matematic al evaiei vitezei rachetei

V= -u(V [V
v(0) =,

Odat determinat vitezav a rachetei se poate determinasgcarea acesteia ca

soluie a problemei Cauchy
X=V
x(0)=0

In situaia Tn care norul de praf cosmic este rarefiatafate frecare poate fi bine

a) Cazul freaarii liniare

aproximad printr-o funaie liniard; adia funaia g este constaat Introducem nota

_H o : .
Ho “m Evoluia vitezei rachetei capi forma

{/: — Ly LV
v(0)=v,
Avem o problera Cauchy pentru o ectia difereniala liniara a crei soldie este
(vezi § 1.3.6)

V(1) = v, [eXp(14, 1),
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In figura 1.5.8 este prezertasimularea vitezei rachetei pentru o viteaitiala
egak cu1000m /s, coeficient de frecarg egal cu0,001s™ si masa egal cu 1000kg .

Miscarea rachetei este stéuproblemei Cauchy

X = vy [@xp(-, (1)
x(0)=0

care are expresia (vezi § 1.3.6)

X(t) =~ L - exp(-1, @)
Ho _

1000

1 9, % 10° 4
900

2, % 108 4
200

1 7, % 10° 4
700 4

&, % 108 o
#00 o

s | % 3.x10° o
v i

4, 10% 4
400

1 3, % 10° 4
300

| 2, % 108
200 4

1, % 108

100
1 0

T T T T T T T 1
T T T T T T T 1 D o '] 1] '
0 1, x 10¢ 2% 10 3, % 106 4% ¢ 1, =10 2, xle 3, =10 4, x 10
f

Figura 1.5.8. Viteza rachetei in cazul fieit liniare Figura 1.5.9. Mjcarea rachetei in cazul
frecarii liniare

Interpretare fiziai. In figura 1.5.9 este prezentasimularea mycarii rachetei
pentru valorile parametrilai condiiei initiale considerate mai sus.
Analizand expresiile vitezgi miscarii remarém urnitoarele:

# viteza este descregoare tinzand spre 0 cand- o ;
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% miscarea este o furie marginita ceea ce demonstréiaz racheta nu poate

. N . . : . v
ajunge, In condiile date, mai departe de o distamaximi egal cu — .
0
b) Cazul frecarii neliniare de forma u(v) =y, o7, a>0,4,>0
Observai experimentale au condus la modele matematicdrat#rii de forma

prezentat in aceastsegiune. Evoldia vitezei rachetei capi forma

v=-to e
m
v(0) =,

Avem o problera Cauchy pentru o ectia difereniala cu variabile separabile a

carei soldie este

1
a

V(O =+ Ly
m

In condiiile acestui caz obsein ci v(t)ﬁ 0. Pentru determinarea guoirii
rachetei trebuieasanalizm dou situgii.

bl) a =1,

Printr-o integrare diregtdeducem & miscarea rachetei este

X(1) :ﬂ[[h(”OTm’Oml)

0

b2) a Z1.

Miscarea rachetei este date

a-1
KO = e T ) o 4T
o Ha —1) m o l1-a)

Interpretare fiziai. Analizand expresiile rgcarii rachetei obseam ¢ miscarea

este mirginita dac « <1 si nemarginita daa a =1.
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In figurile 1.5.10-1.5.15 prezemh simubri numerice ale vitezesi miscarii

1 3
rachetei in cazurile = - <1, «a =5 >1 i respectiva =1.

1000 1
900 -
: 35, %107 4
200
700 4 45107 -
#00
| x 3 %1074
v 5004
400 "
] 7, %107 4
300 4
200 - 1,107 q
100 -
4 1] T T T T T T T T T 1
. . . ; ; - - - - , ] 200000 400000 600000 200000 1000000
0 00000 400000 600000 200000 1000000 f
f

. . . . Figura 1.5.11. Micarea rachetei in cazul frédi
Figura 1.5.10. Viteza rachetei in cazul fiieic
. neliniare cua <1
neliniare cua <1

1000
900 - 200000 -
500
700 150000 4
600 -
v 500 x |
] 100000 4
400 4 i
300 4 ]
] 50000 4
200 - ]
100 4
L e S e e s
0 500 1000 1500 3000 0 00 1000 1500 2000

£ t

Figural.5.12. Viteza rachetei in cazul f#€€  Figra 1.5.13. Micarea rachetei in cazul frédi

neliniare cua >1 neliniare cua >1
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10001 3, %10 4
900 -
500 -
700 -
| 2, % 10° 4
600
v 500 x
00 -
1 1, % 10
300 -
200 -
100 -
"""""""""" L e B e L B s e B e s |
b 000 1”299 13000 20000 0 5000 10000 15000 20000

i

Figura 1.5.14. Viteza rachetei in cazul 6€  Figyra 1.5.15. Micarea rachetei in cazul frédi

neliniare cua =1 neliniare cua =1

In toate simulrile ficute am utilizat urritoarele valori ale parametrilogi

condiiei initiale: m=1000kg, 1, = 0,00kgIm’ 0&™ si v, =1000m /s,

Aplicatia 1.5.5(M.V.Soare, [19,20])
Problema fizi@& (problema lui Cayley, 1897 Si se studieze mtarea unui unui

corp solid de greutat®,, care se deplaseape un plan inclinat cu unghiw , fiind
legat de un larinfasurat fra frecare in A (figura 1.5.16).

Model matematic Aplicand teorema momentului, setinle ecuéia difereniala

de ordinul |

anrg(\,_\,o): X (1.5.17)

in careP/ g este masa totala sistemului mecanic la momentul fiind acceleréa

gravitaiei, p/g este acumularea de masX este fota exterioad, v — viteza la
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momentult, iar v, este viteza imiala a masei adionale. Ecugia (1.5.17) reprezitit

modelul unui sistem mecanic de rhasriabik.

Fie q greutatea lamlui pe unitatea de lungime; Tn acest caz, pentigeo

deplasare a greuitii Ry, masa totalin miscare va fi

P=PR,+0gx (1.5.18)
Obseram c
dP

=—=qgv. 1.5.19
P="g =Y ( )

A

6 (24
VA

Figura 1.5.16. Sistem mecanic de eaariabila
Potiunea infisurati a lanului fiind in repaus, putem considera\dteza intiala a

masei adionale este ndl(v, =0).

Forta exterioat X este componenta diupliregia planului inclinat a faei P, asa
incat X = (P, + gx)sina .

In felul acesta, ectia (1.5.17) cajita forma

P—+ v—] = (R, + gx)sina.

Soluie. Ecuaia care guverneédZenomenul este deci
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d

E(PV) = Pgsina = (R, + gx)gsina . (1.5.20)
Inmultind la stanga cwPv si la dreapta cu (P, +gx)dx/dt si apoi integrand,
gasim
2PV =2 (R, + qxsina +C (1.5.21)
2 3q" 0 ' ~

Interpretare fiziai. Dac admitem & pentrut = 0 sistemul mecanic este in repaus

la partea superioara planului inclinat, atunci, din condi x(0)=0, rezult ci

C =—(g/3q)R,® sina, iar pitratul vitezei este dat de

V2 _29 (R, +ax)’ - RS sing = 2% 3Py (R + aX) + 4°X°
3 (R + ¥’ 3 (R’

In cazul particula?, =0 (lantul cade liber), se alme

sina . (1.5.22)

2
Ve :(%j - 2%ing , (1.5.23)
dt 3
de unde
% = ‘/z—gsinadt;
X 3
apoi

J6x =.[gsinat +C,,
asa incat &(0)=0)

X(t):%tZSin(X, V(t):%tsina’ a(t):

w @

sina, (1.5.24)

miscarea elementelor lgwui fiind uniform accelerat.

86



Ecugii difererviale ordinare de ordinul Intéi

Aplicatia 1.5.6(M.V.Soare, [19,20])

Problema fizig. Si se determine forma de echilibru a unui fir elastispendat
intre dod puncte, avand aria semii A si modulul de elasticitate al materialului E. Va
fi studiat cazul gredtii proprii a firului mg [68].

Model matematic Fie S efortul Tn fir si componentele sale daiaxeleOx si Oy:.
Sdx/ds, Sdy/ds respectiv (figura 1.5.17).

In starea deformata firului, ecugile de proiedie pe cele dauaxe dau

d(.dx

ds( dsj ( )
d(_.dy S
~ s |1+ =|=q, 1.5.26
ds( dsj( EAJ J ( )

unde g este greutatea proprie a firului pe unitatea deime (se ia masa egatu
unitatea). Din (1.5.25) rezlt

Sd—)c( =5, =constS=S, % (1.5.27)
s, introducand in (1.5.26), dbem
d(dy Sy ds
—|—=|1+—=—1|=0. 1.5.2
o ds(ds)( EAdxj J (1.5.28)

Tinand seama i ds=.1+y'?dx, dy/dx=y', rezuls ecuaia difereniala

nelinead de ordinul |

dy'| Sy 1
—+ =g. 1.5.29
Solwie. Notam y' = psi conside#m p ca variabii independerdt obtinem
dp g |EA 1+ p?
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0 *m_q X

Figura 1.5.17. Deformarea unui fir elastic suspenitdre dou puncte

Prin integrare rezuit

x:%{%p+ In(p+ p? +1)+ Cl} (1.5.31)

Deoarece pentrai =0 avemy' = p =0, deducenC, = Gi

x:%{% p+ In(p ++/ p? +1)}. (1.5.32)

Daci inmukim (1.5.30) cup =dy/dx, rezul&

ﬂ_i[iw P ] (1.5.33)

dp g|EA" 14 p?

Prin integrare, deducem

y :i(% p? +41+ p? —1j +C,.

g
Deoarece pentry =0 avemy' = p=0, rezuld C, = 0 si deci

y= %(i p? +4/1+ p? —1]- (1.5.34)

2EA

Relgiile (1.5.32) si (1.5.34) constituie representarea parametrec fibrei

deformate. Se vedeaatunci candEA - « (cazul firului inextensibil) se régete

ecuaia lantisorului.
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Efortul S, poate fi determinat dintr-o conii geometrig legat de lungimea

totak a firului.
Aplicatia 1.5.7(M.V.Soare, [19,20])

Problemi. Considetm starea de eforturi de memb#asimetria intr-o plac
suliire de rotaie, supus la o iné@rcare exterioar de componentd dupi tangenta la
meridian, respecti¥ , dug normala la suprafa media#. se cer expresiile generale ale

eforturilor meridianai inelare Ny, Ng (figura 1.5.18).

Model matematic Ecuaiile de echilibru unui element de ptasunt

d
%(Nq,ro)— Ngry cosp +Yrgr; =0, (1.5.35)
Ny N
¢ 48 470, (1.5.36)
rnn

Variabila independeata problemei este unghiul meridign masurat in sens
direct orar de la cgtet, 8 fiind unghiul de-a lungul cercului paralel. Altearmi fizice

implicate in model sunt: razar, a cercului paralel, raza de curbur
r, = (1/ cosp)(dr, /dd) a curbei meridiane (prima rade curbuk principak a suprafeei

medianssi r, =1, /sing — a doua razde curbui principak a suprafeei mediane.

Solurie. Deoarece ectia (1.5.36) este algebiicavem de fapt o singuecuaie

diferertiald in N,, pe care o amem eliminand peNg, determinat din (1.5.36) cu

expresia

r
Ng :—r—2 Ny = Zr,. (1.5.37)
1
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Figura 1. 5. 18. Eforturile de membraiintr-o plaai sulire de rotaie
Introducand in (1.5.35), deducem

%(N¢ro)+ Ngro COSP +Yrory +Znyr, =0.

Tindnd seama de reiige dintre razeler, si r, rezult

%(Nq)ro sing)=—(Ysing + Zcosp)r; -
Notand acumy(q)) =Ngyrosing, oktinem pentry o ecuge difereniala ordinag

de ordinul I, lineat si neomogea, studiai la 8§ 1.3.6

d .
d_z =—(Ysin¢ + Z cosp)ror;. (1.5.38)
Integrand-o, rezuit
1 .
N, =— Ysing +Zcosp)rardp +C
¢ rosian( ¢ S¢)01 0]

i)

C fiind o constarit arbitrag.
Efortul inelar se ofine direct din (1.5.37)

Ne = _Zrz +

1 , r
Ysing + Zcosp)ryrdp —C—=.
rlsinzq)J.( )01 rl
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ConstantaC poate fi determinatdintr-o condjie impugi la marginea supericar
(b =0,), sau la crget (¢ =0).

Aplicatia 1.5.8(M.V.Soare, [19,20])
Problemi. Se ceresse determine starea de tensiune natnea funeie de timp,

pentru un corp Maxwell.

Model matematic Pentru explicarea relani se al@tuieste modelul Maxwell,
prin combinarea unui model Hooke (elasiclh unui model Newton (vascos) (figura
1.5.19, a)). Starea de tensiune rezghl o sura a stirilor de deformde a celor do#

corpuri; astfel, tensiunea toiat, = consteste compusdin
# deformaia elasti@ a arcului, dat de
Eelastic= O/ E, (1.5.39)
undeE este modulul longitudinal de elasticitagiegin
% deformaia vascoas €,,¢cos

Prin urmare (figura 1.5.19, a))

En=—+E
0 E vascos

Derivand in raport cu timpul (¢, =0), oltinem

9+ 0. (1.5.40)

vascos™

Stiind ca pentru corpul Newton subzistelaia

¢ _0
vascos~— !
n

in care prim s-a notat coeficientul de vascozitate dinanoare este constant. Astfel,
(1.5.40) devine

E
6+—0=0. (1.5.41)
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Soluria si interpretarea ei fizi@. Ecuaia difereniala (1.5.41) este linearsi

omogem, adica de tipul celor studiate in § 1.3.6. Separand bddke, okinem

do__Ey
Y n
ceea ce implic
Wd:mc—EL

n
undeC este o constaimfarbitras.

Soluia general a ecugei (1.5.41) este deci

E
-—t

o=Ce .
Presupunem indepligitondtia initiala
o(0)=a,.

Rezult C =0,. Soluia problemei Cauchy considerate este

R

-t
S— (1.5.42)

6

C‘of;o Hooke
O=££

G A

Corp Newton
G=7€

a
a. b.

Figura 1. 5.19. a) Modelul Maxwell. b) Varia lui ¢ in fungie de t
Variatia lui o ca fungie det este dai in figura 1.5.19, b). Graficul reprezinod
exponefala descresitoare care admite ca asimpgteixa timpului.
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Aplicatia 1.5.9(M.V.Soare, [19,20])

Problema fizi@. Un fir trece peste un scripete circular fix, dgearR (figura
1.5.20), intre firsi scripete luand ngere o fota de coeficient de frecare de alunectare

Daci la una din extremitile firului P, agioneaz o tensiuner; , ce tensiund’, trebuie

sa se exercite la cealalextremitateP, pentru ca firul 8 incea@ s alunece pe scripete?

Model matematic deoarece scripetele este rugos, tieaea R(s)ds asupra unui
element de fir va avea pe lan@ componerit normah N(s)ds si una tangetala
®(s)ds, numit forta de frecare de alunecare. Din echilibrul unui elerme fir (figura
1.5.21) se ofine ecuda vectoriak

dT +R(s)ds=0; (1.5.43)

mai putem scrie

d (Tt)- Nv - fNt =0. (1.5.44)

ds

Figura 1.5.20. Echilibrul unui fir pe un scripete

in (1.5.44) N este reagunea normal de-a lungul vectorului unitatg iar fN este

reagiunea tangegnala la limita — de-a lungul vectorului unitate

Figura 1. 5.21. Eforturile atonand pe arcul s
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In definitiv, utilizandformula Iui Frenetdr/ds=v/R, putem scrie sistemul de

ecuaii care modeleazfenomenul

I _w=o

S (1.5.45)

—-N=0.
R

Solufie. Eliminand reagunea norma N, deducem uritoarea ecu#e
diferentiala prdina& de ordinul I, lineat si omoger (ds = RdO)
dT(6) _
de
Conform ipotezei, ectia trebuie integratcu condiia initiala

fT =0. (1.5.46)

T(0)=T,. (1.5.47)
Cu metoda de la § 1.3.6,totem imediat soltia general a ecugéei sub forma
T=Ce™, (1.5.48)

in careC este o constai@rbitras.
Condtia initiala conduce la determinarea s@du problemei Cauchy (1.5.46),

(1.5.47)
T=Te®. (1.5.49)

Interpretare fizigi. Pentru 0=a, putem scrieTzleef“, unde s-au pus in

evidena marimile tensiunilor la capetele firului. Echilibrypoate avea logi pentru

T, <T;; In acest caz, faa de frecare de alunecarg schimti sensulsi rezult

T, =T,e™.

Se obine astfelcondiia deechilibru a lui Euler

- T
e < 2<ef (1.5.50)
Tl
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Daci raportul T, / T; este Tn afara acestiu interval, firul incepalsinece.

Aplicatia 1.5.10(M.V.Soare, [19,20])

Problemi. Si se determine starea de deformares(t) pentru un model Voigt-

Kelvin, atat in cazul general, cifin cazul particulals(o) =0.

Model matematic pentru explicarea fenomenului de fluaj se comsirel modelul
Voigt-Kelvin prin combinarea, in paralel, a unuirgdHookesi a unui corp Newton
(figura 1.5.22 a). Starea de defotmarezult prin insumarea &tlor de tensiune ale

celor dow corpuri

0y =0, +0,,
in care o, reprezini tensiunea final presupus cunoscuf; o, = Ee corespunde to
corpului Hooke, iara, =n¢ — modelului Newton. In ultimele daurelaii, E este
modulul de elasticitate al materialului (constami).este coeficientul de vascozitate

dinamia (constant), ia€ = de/dt este viteza de deformare.

Rezult astfel relda o, = Es + n¢, care se mai poate scrie sub forma

¢+ Eg=00 (1.5.51)
non

In consecin, starea de deformare=g(t) in cazul unui model Voigt-Kelvin

trebuie 4 satisfad ecuaia difereniala ordina# de ordinul | (1.5.51).

Solurie. Ecuaia (1.5.51) este linearsi neomogea, de tipul celor studiate la

§1.3.6. Ecuga omoge# asociai ¢ + Es =0 are solua general
n

E

-—t
1.5.52
8homogzce f . ( )
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Deoarece termenul liber este o constaputem &uta o soltie particulai a

ecuaiei neomogene direct sub forma unei constaafg, =K. Inlocuind in (1.5.51),

deduceme =0,/ E si deci soldia general a ecugei (1.5.51) este

_E,

elt)=ce N +20. (1.5.53)
E
q EJT
G s
0;=E£ E z-? o E
Cor g Cor
!/mfe !VEW/ZJ'/?
a f't
a. % b.

Figura 1.5.22. a) Modelul Voigt-Kelvin. b) Varia lui £ Tn fungie de t

Aceasta este expresia gen&ralstrii de deformae in cazul unui model Voigt-
Kelvin. Pentru a determina sala care satisface condi Cauchy nu, luam t=0 in
(1.5.53); rezult

_E,

o
e:E" 1-e " |. (1.5.54)

Interpretare fiziqgi. Variaia lui € ca fungie det este redatin figura 1.5.22 b).

Graficul fungiei admite o asimptét e, =0,/ E paralei cu axa timpului; aceasta
inseama ca deformaia se amortizedzin timp. Tangenta in origine este=o,/n.

Funaia de timp

o(t)=1-e "

se numgte fungie de fluaj
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Aplicatia 1.5.11(M.V.Soare, [19,20])

Problemi. Si se determine deplade meridianew pentru o plag suliire de

rotaie. Caz particular: cupola sfefiide raz a, supug agiunii propriei greuiti g.

Model matematic Depladrile meridiane ale unei f¢i suliiri de rotaie sunt

descrise, in teoria de membiade ecuga difereniala ordinag (Fliigge)

dw _
@ ~Veote = f(6), (1.5.55)

undeo este variabila unghiulariunghiul meridian) iarf (cl)) este funge de indrcarea
exterioad.

Solurie. Ecuaia (1.5.55) este de ordinul I, linéagi neomogea (vezi §1.3.6).

Ecuagia omoge# asociad

dw
— —wecotp =0, 5.
ab ) (1.5.56)

admite solta general
Whomog = CSiNg.
Determirim o soldie particulai a ecu@ei neomogene prin metoda varea

constantelor, @mitand-o sub forma
Wpart = C(d))Sind).
Inlocuind n (1.5.55), dinem

. f
Woart = sing Si(Tq::qu) .

Deci soluia general a ecugei (1.5.55) este
sing

w(¢)=(<:+ mokbjsincia, coo. (1.5.57)

In cazul cupolei sferice, avem
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_ga’(1+v) 2
f(d))—T[cosnb 1+C08¢j, (1.5.58)

unde E reprezini modulul elasticitii longitudinale, v este  raportul Poisson
(coeficientul de contrae transversal a materialului), iard este grosimea ftii,
presupus constant.

In cazul particular al Triecarii (1.5.58), nlocuim direct expresia Ifiin (1.5.57).

Dupa integrare, otinem expresia

M¢):@{In@+cos¢)— T+ co%

Determirim constanteC din condiia ca, pentru cercul de rezemare definit prin

}sinq) +Csing, COO. (1.5.59)

unghiul ¢ = ¢; depladrile meridiane & fie nule

w($;)=0. (1.5.60)
Aceasta este o condi Cauchy, care, impre@ircu ecuéa (1.5.55), formeazo

probleni Cauchy (sau imiala). Deducem

2
ga?(1+v) 1
C=—=—"—""|Inl+cosp, ) ————|. 1.5.61
=5 { (1+ cosp ) 1+C03¢J (15.61)
in final, soluia problemei Cauchy céfi forma

_ga*(l+v)|, 1+cosp 1 1 .
wo)= ES {Inl+coscl>i 1+cos¢+1+cos¢i}m¢'

Aplicatia 1.5.12(M.V.Soare, [19,20])

Problema fizigi. Chiuveta unui lac de acumulare este asiimitat un paraleliped
avand aria seiwnii transversale (orizontale). Evacuarea apei spre aval se face cu
ajutorul unui deversor, debitul acestuia fiind eslcu formulaQy =Ch%2, undeC

este o constaftiar h este sarcina deversorului, definih schema de calcul din figura
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1.5.23. Se cereasse studieze vati@a in timp a niveluluih al apei din recipient dac
debitul afluentQ, se prezirt in urnitoarea variart (initial vasul este gol, adigpentru

t=0 avemh=0):

Q. = Qo fortEI[O,T],
* 1o fort>T,

undeQ, si T sunt constante.

Model matematicPentru a deduce eadismdifereniala care guvernedzmiscarea,
obsendm @, n intervalul de timp ©§ suma dintre volumul acumulgitcel evacuat este

egahk cu volumul afluent

Adh + Ch¥2dt = Q,dt . (1.5.62)

\Jjj
L

SOV \\\\\I\\\\
]
|
K
| II!II
I
=
/

AN

N

TT77 77777777777 777777777 77777 77777777 777 e

Figura 1.5.23. Chiuveta unui lac de acumulare

Solusie. Pentru primul interval vom scrie egizgasub forma

Adh

m =dt. (1.5.63)

Introducand notizg&a Qe/C =p3, schimbarea de furie

h=y?, dh=2ydy (1.5.64)
conduce la ecui cu variabile separate (vezi §1.3.1)

99



Ecuaii difererviale ordinare cu aplicdi in mecanig, fizica si inginerie

2A ydy
— =dt.
C 3 -y3 (1.5.65)

Descompunand frgie precederitin fragii simple

y :i[ 1 . B-y J
B°-y® BB-y pZ+py+y?
:i(l Ll 2yB B 1 J
BIB-y 2p%+By+y? 2p2+Py+y?)
ecuaia difereniala devine

2A (1 +E 2y+B B 1
AR\ B-vy 2[32+[3y+y2 2[32+By+y2
Integrand, obnem

de:dt.

2A

308{ In(B-y)+ Eln(yz+By+[32)—\/§arctanw}:t+to,

V3B
undet, este o constaitle integrare.

Soluia precedenitse mai scrie

{\/y Pyrpt B}_mo,

n—

3CB J3p

revenind la funga initiala h, gisim

3CB[ h+Bh +p* ~/3arcta BJ-HtO

n—

B-+/h V3P

Pentrut =0 avemh =0, deci

(1.5.66)

2A 1)
- fﬁ \/é arctarfﬁj =15

in final, oktinem
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2A [, yh+pJ/h+p? V3h |
3CB[In 5V ﬁarctanmJ—t,tD[O,T]. (1.5.67)
La momentult =T, (1.5.67) devine o ecua transcendet
2A [, \Jhr +BJhr +B2 e |
%B[In B \/:_Barctanm =T, (1.5.68)

care determiimnivelul hy al apei .

Pentrut >T avemQ, =0 si ecuaia (1.5.62) ia forma mai simpl

Adh+Ch¥2dt =0 (1.5.69)
sau
Ah-32gh+dt = 0.
C
Integrand, obnem

—%Ah‘J/Z +t=ty, (1.5.70)

in caret, este o constaintle integrare; ea se deterenifin condiia h(T)=h; . Rezulti

_ZEAhT_]/Z +T =1;.

Astfel, deducem sotia finala

_2A

- (h*2 -n22)+ 7,127,

t
unde

h= t=>T.

GaeASN
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Aplicatia 1.5.13(M.V.Soare, [19,20])
Problema fizi&. Un recipient avand aria gemii transversale (orizontal&y are

pe fund un orificiu care poate evacua un d€Rjt= ChY¥2, undeC este o constaiiar h

este adancimea apei din recipient. Se cesestudieze vati@a in timp a niveluluh al

apei din recipient dacdebitul afluentQ, se prezint in urmitoarele variante (imal

vasul este gol, adigpentrut =0 avemh =0):

50, :{QO fortD[O,T],

0 fort>T,
Qoﬁ fortD{O,I},
T 4
D) Qe = 4t TT
2-— fort0| —,— |,
QO( T] [4 2}

undeQ, si T sunt constante.

In figura 1.5.24 a) seadschema de calcul, iar In figura 1.5.24 b) sune date
doui legi de varige a lui Q,.

Model matematic Pentru a ofine ecuda difereniala care guverneazmiscarea,
obserndm @, ntr-un interval de timp td suma dintre volumul acumulsit cel evacuat
este egal cu volumul afluent

dh
A—

dt
Aceasta este o eqimdifereniala de ordinul I, nelinearsi neomogea.

+Ch¥? =Q,. (1.5.71)

Solusie. Cu schimbarea de futie

h=y? = dh=2ydy (1.5.72)

ecuaia (1.5.71) devine
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2Ay% +Cy=Q,, (1.5.73)

si putem trece la examinarea cazurilor a), b) dimnen
a) Pentrut [ [O,T] ecuaia (1.5.73) este cu variabile separate (vezi 81.3.1
ot = 2
Qo -

Introducand noti#a Q,/C =f, soluia genera a ecugei precedente devine

C
+BInB-y)=—-—-(t+T1y),
y+BIn(B-y) ZA( 0)
unde 1, este o constaimtde integrare; revenind la variabita soluia precederit se

scrie
hY2 +%|n(&_hﬂ2j:—£(tﬂo). (1.5.74)

Introducand condia initiala (h=0 pentrut =0), rezul&
'[0 = —%&m&’
cCC C
astfel incat (1.5.74) devine

V2
12, Qo CM71__C tofo,T]. (1.5.75)
C Qo 2A
In particular, la momentul =T, avem
12
Qo Chl__C
In{ 1 —T; 1.5.76
hi? + o " 2A (1.5.76)

relgia (1.5.76) determinindltimea hy .

Pentru intervalut > T, ecuaia difereniala (1.5.71) ia forma
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JNCLIPCIRE I
dt
sau
Aﬁ + Cdt =0,
h¥2
cu soluia genera
2AhY2 + Ct=1,, (1.5.77)

in caret,; este o constaitde integrare, ce urmeaa fi determinat din condiia de

continuitate; pentrd =T trebuie § avemh = h;, determinat de refe (1.5.76)

I(e))

A

Figura 1.5.24. Recipient cu orificiu: a)schema @dcal; b) legile de varide ale lui Qe
2ANY? +CT=1,. (1.5.78)
Introducand expresia (1.5.78) a fyiin (1.5.77), obnem

2AhY2 + Ct=2AR'2 +CT,

care determilmexplicit nivelulh
C 2
h:[h{yz—ﬁ(t—T)} A>T, (1.5.79)
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Timpul t poate fi explicitat din (1.5.73) (1.5.75) sub forma

12
_ Z_A{hl/z + &In{l— ch H pentrut D[O,T],
C C Qo

T+%(h%/2—h]/2) pentrut >T.
b) Ecuaia difereniala (1.5.71) devine

adh
dt

pentru primul interval; cu schimbarea de ftia = tu, ecuaia se mai scrie

4t
+Ch]/2:Qo?,

A(Ztu + t2u')+ Ct/u=Q, $ .

SimplificaAnd cut, rezul& ecuaia cu variaile separate

Adu :g
Qo _cu-2au !
T
deci
Int:J‘4Q Adu +INnK =F(u)+InK,
?O—Cx/ﬁ—ZAu

undeK este o constaipozitiva arbitrag.

Primitiva F din membrul drept se scrie astfel

2Avdv __ J 2Avdv
a2 + oy 20 2Av-v; )(v-V,)
T

Fu)=-

\V; 1 \% 1
:I 1 dv—J. 2 dv
V2 _Vl V_Vl V2 _Vl V_V2
\Y, \Y;
=—2—Injv-vy| -—2
Vo —Vg Vo =

Injv-v,
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in carev=+/u si v;,v, sunt idcinile ecugiei algebrice

2AV? +Cv—%20,

si sunt intotdeauna reale. Tn conseiin

, vy >0,v, <0.

Soluia capita forma

Jh

— -V
t 1

Jh

V.
1 v,

Vo =V

Vi
-—2 Jn
Vo =V

In =Int-InK

sau
(\/ﬁ - Vlt)V1 (\/ﬁ - Vzt)_v2 = Kl’
in careK, este o nofuconstart arbitrag.
Daci h(0)=0, pe primul interval rezulth = vt

Pentru cel de al doilea interval vom folosi ageazetodi.

In ecuaia

dh 4t
A— +Ch¥2 = (2—-)
dt Qo T

vom face schimbarea de fuitch = (2 - 4t/T)?u. Deducem

ARl oo f e Fmale)

Simplificand cu2-(4t/T), oktinem din nou pentrw o ecuge difereniala cu

variabile separabile
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—8—Au+(2—$j%+Cx/G:QO,

T dt
Sau
dt _ du
4t 8A
2-— -CJu+—_"u
T Qo T

Aplicatia 1.5.14(M.V.Soare, [19,20])

Problema fiziaz. Sa se studieze vari@a vitezei apei pe o conductsimph

alimentad dintr-un rezervor la deschiderea bruacvanei (figura 1.5.25).
Model matematicScriind relaia lui Bernoulli intre rezervogi vani, rezulé

% pentru cazul mycarii nepermanente (regim tranzitoriu)

2 Ld
Ho =(a+ z)‘z’—g +§d_\t/’ (1.5.80)

# pentru cazul mycarii permanente (regim stabilizat)
V2
Ho =(a+ E)i, (1.5.81)
undev, =const este viteza de regim permanent.

Solurie. Scizand relsa (1.5.81) din (1.5.80), rezalecuaia difereniala

az_;E(VZ-VS)+5d—V-0:

g dt -
simplificand cug si introducand notiga

:a+E:gHO
2L L2

B (1.5.82)

putem scrie
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pat=— &= 1[ S Jdv. (15.83)
Ve-vE (Vo tV VoV
i
&
_Lr__l ‘ T
L -

Figura 1.5.25. Schema geomeiria rezervoruluisi a conductei
Soluia general a ecudei cu variabile separate (1.5.83) este (vezi 8).3.
Vo +V
1 otV

= In
2By; Vvy-V

C, (1.5.84)

unde C este o constaitde integrare. Valoarea ei se deterindin condiia initiala

v(0)=0; it rezuli C =0, aa incat avem

1 | VotV _ vl nVo+V

t: - ’ 1 .
2By, Vg-Vv 20H, vy-V (1.5.85)
sau, exprimand vitezaca fungie de timp
gHo
V=V, tanh ——t |. 1.5.86
° }{VOL J ( )

Aplicatia 1.5.15(M.V.Soare, [19,20])

Problema fizi@. Sa se studieze forma suprgdelibere a apei la curgerea printr-un
strat permeabil gzat pe un pat impermeabil inclinat cu pant&estie ci viteza de

curgere apareiitv intr-o segune curerit (debitul raportat la intreaga sece) este
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propotionak cu panta suprafei libere a apei din acea seoe (legea lui Darcy) Caz
particular:i = 0.

Model matematic Schema de calcul este dan figura 1.5.26, fiind introduse
urmatoarele notai:

* (- debitul specific, adicdebitul care se scurge pe qigade dedtime unitate;

» z- cota patului impermeabiltiade un plan orizontal de refetin

* h- cota supratei libere a apei, #surat fata de patul impermeabil inclinat;

» hy— adancimea constamdin miscarea uniforr.

Cu aceste noté, i=-dz/ds exprimi panta patului impermeabil, iar
j =—-dH/ds este panta supraé libere, unde
H=z+h. (1.5.87)
Pentru stabilirea modelului matematic se dpliegea Iui Darcy stabli
experimental intre anii 1852-1855, lege catelatbaza tuturor calculelor de infiltre.
Henri Darcy a descoperit pe probe de nisip, propaalitatea debitului infiltralQ cu
segiunea de curger«€ , cu gradientul hidraulid si cu un coeficient constant,
conductivitatea hidraulick:
Q=Qlk.
Raportul Q/Q are dimensiuni de vitézi exprima viteza de infiltrgie v. Legea
lui Darcy cajta astfel forma cunoscit
v=KI.
Din legea lui Darcy rezutin acest caz
v=Kj, (1.5.88)

k fiind constanta de propgonalitate.
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-

I SkroF permeabil i T LI

Plon de .
re fermfc'

Figura 1.5.26. Curgerea printr-un strat permeabil
Solusie. Viteza poate fi scrisin dod moduri:

v=—d = __dH __dlz+h)_  dz_ dh_ o dh
hil ds ds ds ds ds
Din al doileasi din ultimul membru se deduce
dh_;_9a. (1.5.89)
ds kh
In cazul mcirii uniforme, avemv=v, =q/h, si j =i, decig/h, =ki; rezult

q = kih,. Tnlocuind aceastexpresie a lug in (1.5.89), se ame

dh _ i(l_h_r?j’ (1.5.90)

sau, separand variabilele,

(1— Mo jdh = ids.
ho _h

Integrand, rezuit

h+hyIn(hy —h)=is+C, (1.5.91)
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undeC este o constaintle integrare. Valoarea ei poate fi deterniindé exemplu, dac

se cunogte cota supratei libere h = h, intr-o sedune s=sg;; reldia (1.5.91) devine in
acest caz

h +hgIn(hy —h) =is; +C. (1.5.92)
Sazand (1.5.92) din (1.5.91), rezuin final

h—h, +hyln :;’ ":1 =i(s-s,), (1.5.93)

sau, explicitandu-l ps

cog NP oy oo

[ I hy—-h

Explicitarea luih este mai difici, deoarece (1.5.93) este o ggri&ranscendest

. (1.5.94)

care poate fi rezolvanumai numeric.

In cazul particulai =0, ecuaia (1.5.89) ia forma mai simpl

dh__a
ds  kh’
si, separand variabilele, ghem
hdh=-9s.
k

Scriind, casi in cazul precedentacpentru s=s, avem h=h;, rezul, prin

eliminarea constante&l,

s=s, -~ (h? -h2), (1.5.95)

Sau

h:\/hf—z—kq(s—sl). (1.5.96)
In acest caz, supratalibes este urcilindru parabolic
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Aplicatia 1.5.16(M.V.Soare, [19,20])

Problema fizi@. Se cere & se stabileascecuaia curbei meridiane a suprae
libere a apei la curgerea printr-un strat permeabpat orizontal, &re un pu circular
(figura 1.5.27). Se va admité& puul perfect ajunge péra stratul impermeabil de bhaz

o
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i |
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}‘i/

! - h
|

X

i
l11
1L ]
14
- T

e T T T TT T ETIGIII ) O T IS OTI TG T
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firey ,f,TjOefmeu /4 — P @

Figura 1.5.27. Suprafa libera a apei la curgerea printr-un strat permeabil

Model matematic Problema este axial simetijcastfel incat suprafa libeé a
apei va fi o suprafa de rotaie, definiti prin curba sa meridian
Vom utiliza urmatoarele notgi;
* Q —debitul extras din pu
* ry— raza ptului;
* r —raza unui cilindru de &itime cureni h prin care se scurge apa,;
 v=kdh/dr — viteza (determinatde legea lui Darcy), undk este o
constant de proportionalitate;
* hy— adancimea libéra apei in pu
Pentru stabilirea modelului matematic se va exptiapdul G debitul extras din
put este egal cu debitul care se scurge prin strauheabil dtre pu. Astfel, putem

scrie
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Q:2T|rhv:2nrhk@;
dr
din primul si din ultimul membru alsirului de egaliiti precedent ofinem ecug@a

diferertiala cu variabile separate (vezi §1.3.1)

Q dr_

———=hdh. (1.5.97)
2nk r
Solusie. Integrand, otinem
2
Q=" (1.5.98)
21K 2

undeC este o constaitle integrare, determiriadiin condiia h(ry)=h, ; deci

h2
Q= 4 c. (1.5.99)
o1k 2

Sazand, membru cu membru, rega(1.5.99) din (1.5.98),a3im

Q . r_1(o .2

—~ In—==(n?-n2).

21k 1y 2( 0)

De aici se deduce debitul
Q_nk(h2 h2)

B ro (1.5.100)

In—
I'o

h=|ng+2mn " 1.5.101
ey ( )

si, respectiv, pe
r= roe”k(“z‘*@)/‘?, r O[ry, o). (1.5.102)

Formula (1.5.102) poate fi sctisub o forri mai com@ dac se cunogte un

punct al curbei, de exemplt,=h, pentrur =r;. Atunci din (1.5.100) rezuit
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care, introdus n (1.5.102)a @éxpresia final pentrur

h>-h2 n,
r =ryex hlz 2 Inr—. (1.5.103)
—h2 1o

Aplicatia 1.5.17(M.V.Soare, [19,20])

Problema fizia. Sa se studieze curba suprgde libere a apei intr-un canal

prismatic cu sgnea dreptunghiulérsi avand panta longitudinal .

Model matematic Schema de calcul este #@lain figura 1.5.28. Ecum

diferertiala care modeledzproblema fizid este

dh . h®-h3

— =, 1.5.104

in care s-au folosit uriitoarele notai:
* h—adéancimea apei la distars;
* hy —adancimea normal

* h,—adancimea critic

Cele doa tnaltimi hy si h,, se pot afla in orice raporh{ <h, sauhy >h); in
figura 1.5.28 a fost reprezentat cakyl> h, .

Solusie. Ecuaia (1.5.104) se poate scrie sub forma

h®-h3 .
—a dh = ids, (1.5.105)
h - ho

deci o ecuge cu variabile separate (vezi §1.3.1)
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Figura 1.5.28. Curba suprafei libere a apei intr-un canal cu paint

Fraaia din membrul stang poate fi sérisuccesiv

h-hg _hP-hg+hg-hg _ RS-
h® - h3 h® - h3 h® - h3
:1+h03—h§'r 1 h+2h
3h2 (h-hy h%+hyh+hd
:1+h§—h§; 1 1 2h+h _§h0 1
3h? (h-hy 2h%+hh+hi 2 ~ h?+hsh+h?
si ecuaia (1.5.105) devine
3 _ 13
Tt - S S AL S 0 S| T
adici o ecude cu variabile separate. Integrand, rezult
h3 _ h3 3 _ h3
h+—=—=Cin(h-hy) - —=—= |n(h2 +h0h+h§)
3hg 6h;

_ J3arctan2 "2 _ i(s+C),

J3n,

undeC este o constai@rbitras. Soluiia se mai scrie deci astfel

h3 —h3 h-h 2h+h .
h+ 10 2cr In 0 —/3arctan——2 = |(s+C), (1.5.106)
35 % +hgh+h? J3ny
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ilar constanta de integrare se detefrpnesupunand, de exemplu, Gn aval, pentru

s=s, se cunogte h=h;, adia

3 _R3 _
hy + ho 2hcr In hy —hy —x/éarcta 2h +hy — I(Sl +C), (1.5.107)
3ng \/ h +hohy + h§ V3h,

Sazand (1.5.107) din (1.5.106), setiole Tn final

h§ =S [h=hy [nZ+hohy +h3
3hZ hy —hy \| h? + hyh+ hZ

- \/éarctanM = |(S _
h+2h, + 3,

Aceasi formula permite determinarea suprgdelibere in amonte de semea

s=s,.

h—hy +
, (1.5.108)

s).

Aplicatia 1.5.18(M.V.Soare, [19,20])

Problema fizigz. Sa se studieze legea de scurgere a apei dintr-uawéasd forma
unei suprafee de rotée cu axa vertical & se particularizeze pentru un vas semisferic
de raa a, cu un orificiu la fund avand aria ( se va admiteacraza orificiului este

neglijabii in compargée cu dimensiunile generale ale vasului. In cateisde se gokte
vasul plin? Date numericex=10Ccm, A= lcm?.
Model matematic in hidrodinamid, viteza de scurgere a apei printr-un orificiu

situat la adancimeh de la supraf@a libe& a lichidului se determiprin formula lui

Galilei
v=ks/2gh=k+/h, (1.5.109)
in carek; este un coeficient de vascozitate (penti &pL 06).

Presupunem cunoséuecuaia curbei meridiane sub forme? =r2(h) (figura
1.5.29). Problema revine la determinaredtimii h a apei la un moment dat
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Viteza de scurgerea fluidului variaz si ea cu timpuk prin intermediul luih, ssa
cum rezuli din (1.5.109); pentru un element de timp da poate fi considetat

constand.
r' r
g ]
L PESETIIITIIIIOITIIIITITIIEIS
<
Y
I A
N 7
S
>
y

Figura 1.5.29. Scurgerea apei dintr-un vas avéorha unei suprafe de rotaie
Vom evalua in doumoduri volumul de apcare se scurge in timpul.d
In primul rand, prin orificiu se scurge lichidulreaocug un cilindru avand baza

de arieA si naltimeavdt ; deci

dV = Avdt = Akr¥2dt . (1.5.110)
Pe de alt parte, Tdltimea apei din vas scade chi; d'olumul diferenial care se

scurge este

dVv = -7r2dh. (1.5.111)
Egaland cele dau expresii (1.5.110), (1.5.111) ale Iuivdrezulé ecuaia

diferentiala ordinat care exprird peh in funaie det:

— ir 2dh = AkH¥2dt . (1.5.112)

Solurie. Ecuaia (1.5.112) este cu variabile separabile (vezB&). Separand

variabilele, se ofne
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T r?

dt=———=dh.
Ak hY¥2

Prin integrare, rezuit

(1.5.113)

Ak_[ hl/2
Constanta de integraf@ se determii din condiia initiala h=h,,,, pentrut =0.
Rezult atunci

:ﬂ I hw (1.5.114)

hmax

Pentru datele din enyrecuaia cercului meridian cu varful in origine se sqicea
hmax = a)
2 =h(2a-h).
Introducand in (1.5.114), setoke succesiv

tzﬂfmdhzﬂf(zahﬂ2 —h”)dh:i[i‘ah?*2 —Ehﬂ h
a a

AkJ Y2 Ak Ak| 3 5 .
:l(g 52 4ah3/2+2h5/2j
Ak\15 3

Vasul se golge complet candh = 0; corespunde timpului

n 14 5/2

0=—-—a

Ak 15
Cu datele numerice din enusi luand g = 981cm/s?, gisim

_14_ m[00%?
-
15 1642081

Aplicatia 1.5.19. Problema Tnattorului (M.V.Soare, [19,20])

=1103"=183'53" =3n 03' 53".
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Problema fizia. Pentru a traversa un rau, un #tot porngte dintr-un punct
P(xo.Yo) Situat pe un ma$i vrea & ajungi in punctul Q(00) de pe malul célalt.
Viteza curentului de d@pestea, iar viteza de deplasare a itotrului esteb. Care va fi
traiectoria pe care o descrie i#torul, stiind ca viteza relatid este indreptatnecontenit
spreQ?

Model matematic Fie M poziia tno@torului la momentult (figura 1.5.30).

Componentele vitezei absolute pe celeadaxeOxsi Oy (O = Q) sunt

dx X
—=a-b——,
dt X2 + y?
1.5.115
&,y A
dt X2 + y2 ’
eliminand pe t olxinem
dx _x a [  x°
—=———_ 1+ —, (1.5.116)

care repreziatecuaia difereniala a traiectoriei gutate.

Soluie. Ecuaia (1.5.116) este omog#Kvezi §1.3.3). Facem substita

X=uy = %=u+y%
dy dy’
si ecuaia devine
du a
y—=-—+1+u”. (1.5.117)

dy b

Introducénd raportul vitezelan=a/b, ecuaia (1.5.117) cajta forma
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4 Plzy 4/

( e
o@) L
Figura 1.5.30. Problema in@orului
Aceasta este 0 edimcu variabile separate (vezi §1.3.1). Prin irdegyrse ofine

-miny+minc = In(u ++/1+ uz),

undec este o constaitle integrare, sau

(Ejm:§+ 1+X_2
y) oy | y?
x:g[(gj —(%) ] (1.5.118)

problema avand sofie numai pentrum(1(01). Constantac poate fi determinat

Obtinem

impunénd condia ca traiectoriastread prin puncteleP si Q.
Aplicatia 1.5.20(M.V.Soare, [19,20])

Problema fizia. S& se determine familile tensiunilor normale priredg in

problema semiplanului elastictemat de o fogi concentrat normaé pe conturP.
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Model matematic Traiectoriile tensiunilor normale principale Trot@a plard a

elasticititii sunt definite de ecuia difereniala de ordinul intasi gradul al doilea

2 o,-0
(Qj +Md—y—1:o, (1.5.119)
dx Ty  OX

in care o,,0, and 1,, sunt tensiunile normal respectiv tangeiald (presupuse

y Xy
cunoscute) intr-un pundtx, y) (figura 1.5.31). Starea de tensiune este defipitn

relaiile

o. =P Xy _
v T (X2+y2)2’ (1.5.120)

X2y
(x2+y2f

~
I
|
g%

in careP/b = const este cunoscut.

Solutie. Ecuaia difereniala (1.5.119) poate fi descompusn doud ecuai
diferentiale lineare de ordinul intai. Produsdldicinilor fiind -1, traiectoriile celor
doua familii integrale sunt ortogonale. Rezolvand e@ualgebri@ (1.5.119) in raport

cu dy/dx se ohine

2
y__9xT9% 1970 | g (1.5.121)
dx 21,y 2T,y

Cu ajutorul relgilor (1.5.120) se calculeazaportul

O'X_O'y :_X3+Xy2 :X2_y2-
21, - 2x%y 2Xy
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Introducand aceastexpresie in (1.5.121), eaua difereniala a traiectoriilor

devine

2 .2 2 2)? 2 _ .2 2 .2
dy _ X7 oyt Xyt o Xy Xty
dx 2Xxy 2xy 2Xy 2Xy

si se descompune n udtoarele doa ecuaii

d

Y-y (1.5.122)
dx X

d__y (1.5.123)
X X

Ecuaiile de mai sus sunt cu variabile separabile (\&zB.2). Ecuga (1.5.122)

se mai scrie

si are soldia genera
Inx=Iny-Inm, m=cons.
Se obine astfely = mx, care reprezidto familie de semidrepte radiale (trecand
prin punctulO de aplicare a foei).
Ecuaia (1.5.123) poate fi, de asemenea, 8csigh form unei ecui cu variabile

separate
xdx+ ydy =0,

cu soluia general x? + y? = R?, care repreziato familie de semicercuri cu centrul in

O (constanta de integrare a fost natat R?). Cele dod retele au fost reprezentate in
figura 1.5.31.
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Figura 1.5.31. Traiectoriile tensiunilor normaleipcipale in cazul semiplanului elasticsamat de
o forza concentrad pe contur

Dac se caut si se determine traiectoriile care trec prin punclelcoordonate

(X9, Yo) (problema Cauchy), rezalimediat

m=Y0, R2 =53 +y3.
Xo

Aplicatia 1.5.21(M.V.Soare, [19,20])

Problema fizia. Sa se determine familiile de traiectorii ale tenslantangemiale
extreme n problema semiplanului elastici@tat de o fofa concentrat normaf pe

conturP.

Model matematic Traiectoriile tensiunilor tanggiale extreme in problema pkan

a teoriei elasticiitii sunt definite de ecug difereniala de ordinul Tntaisi gradul al

doilea
2
d 4t d
T W _4-0 (1.5.124)
dx 0y, —0, dx
in care 0,,0, and 1,, sunt tensiunile normal respectiv tangeiala (presupuse

cunoscute) intr-un punc(x, y) (figura 1.5.31). Starea de tensiune este défipitn
relatiile
123



Ecuaii difererviale ordinare cu aplicdi in mecanig, fizica si inginerie

g, =-2P %X
“ m (Xz + y2)2 ’
2P xy?

Oy :—Em, (1.5.125)

. =_2P X%y
Xy - _—2’
™ (@ +y?)
in careb este grosimea constarg pkcii, iar P/b = const

Solurie. Ecuaia difereniala (1.5.124) poate fi descompusn dou ecuai
diferertiale lineare de ordinul ntai. Produsuldicinilor fiind -1, traiectoriile celor

doua familii integrale sunt ortogonale. Rezolvand e@ualgebri@ (1.5.124) in raport

cu dy/dx se oline

X

21 21 ?
dy_ Ty v | 4 (1.5.126)
dx o, -0, Oy — 0,

Cu ajutorul relgilor (1.5.125) se calculeazaportul

2Txy _ 2xy

_ 2_ 2"
Ox =0y X" -y

Introducénd aceastexpresie in (1.5.126), eaqua difereniala a traiectoriilor

devine

2
dy_ 2y 2y )l 2y x? +y?
d x2—y2 || x2—y2 X —y? X y?

si se descompune in uitoarele doa ecuaii

dy x+vy
I X y’ (1.5.127)
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dy __x-y
& x+y' (1.5.128)
Ecuaia (1.5.127) este omog&gi poate fi scrig sub forma
o T
Yo X (1.5.129)
dx y
1-=
X

Prin substittia u = y/x, ecuaia (1.5.129) devine

dx du  1-u du = du 1 2udu
1+u? 21+u?’

;_1+U_u_1+u2
1-u
aceasta este o0 ecgigacu variabile separate (vezi 81.3.1). Prin inkegrmembru cu

membru, rezult

In x = arctaru —%In(1+ u2)+ InC,

undeC este o constalnte integrare.
Soluia este obnuta sub o forni mai simpi dac se trece la coordonate polare;

avem succesiv (cM=r cos¢, y=rsind, y/x=tand)

y? y
Inx+In,/1+-— =arctan—+InC,,
x? X

Inyx2 + y2 =arctar’ +InC,,
X

Inr=¢ +InC;

si, Tn definitiv,

r=C,e?. (1.5.130)
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Curba (1.5.130) reprezintecuaia unei familii de spirale logaritmice care taie
semidreptele din apliga 1.5.19 sub unghiuri de/4.

Ecuaia (1.5.128) poate fi sctissub forma ecu@i omogene

Y_1
dy _ x
o == (1.5.131)
X Y.
X
Prin aceeg substituie u = y/x, ecuaia (1.5.131) devine
dx_  du __ 1+u du=— du 1 2udu
x u-1l_ . 1+u? 1+u? 21+u?’
u+l
care este o ectia cu variabile separate. Integrand-o, rezult
In x = —arctaru —%In(1+ u2)+ InC,,
sau, 1n final,
r :Cze"", (1.5.132)

care reprezirat tot o familie de spirale logaritmice, ortogonalgralelor din prima
familie.

Sa determirim constanteleC, si C,. Fie punctul A(x,,Y,) prin care & treac

traiectoriile tensinunilor normale principalg traiectoriile tensiunilor tangeiale
extreme.

Ecuaia traiectorieio, se scrie

y = xtand,, tang, :%; (1.5.133)
0
ecuaia traiectorieio, este
x° + y2 = I’OZ, ro = xg + yg . (1.5.134)
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P
14142 /%0 0,6'44-6 14142 3, 1078
: -
..\
A(141)
X

Figura 1.5.32. Traiectoriile tangeiale extreme in cazul semiplanului elastigiacat de o fof
concentrad pe contur

Sa considefim, mai departe, sofia (1.5.130). Din condia ca aceastspirak

logaritmica sa tread prin punctulA rezulé
Cy =rpe%;
deci
r=rye? %o, (1.5.135)
Pentru a doua traiectorie putem scrie
r= roeq’o_d’. (1.5.136)
Pentru reprezentarea grafia traiectoriilor vom considera, = y, =1. Rezult
bo=T/4siry=+2.
Curbele (1.5.1353i (1.5.136) au fost reprezentate in figura 1.518%reurd cu

traiectoriile (1.5.133)si (1.5.134). Se obsefvca traiectoriile tensiunilor tang¢ale
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extreme taie dreapta (1.5.138)semicercul (1.5.134) sub unghiuri d€4. Din cele

doua traiectorii se rgn arcele corespugiare luix >0.
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CAPITOLUL 2

ECUATII DIFEREN TIALE ORDINARE LINEARE, DE
ORDINUL N

2.1. NCT'IUNI PRELIMINARE. EXEMPLE

Forma generéla unei ecu@ diferentiale lineare de ordinul este

Ly = ag (Y™ +ay (Y™ + .+ 2y (x)y +an(x)y = F(), (2.1.1)
unde
a;0c’(1), j=on,  FOCO(1), 100, (2.1.2)

Daci ag(x)# 0, xO1 , impartim cu a,si obtinem

Ly =y + py (Y +_+ prg (X)y + pa(¥)y = £(%), (2.13)
in care amdcut urnmitoarele notai:

= ;O(();)) (2.1.4)

Sa presupunemaiaexisé punctex in careao(x =0. In aceste puncte edimsi

“pierde” ordinul; ele sunt puncte de singularitate.
Asemenea ectia depasesc cadrul acesteimi. De aceea, vom lucra, in cele ce
urmea, cu forma (2.1.3) a ectiai lineare.

Reamintim ca un operatorL: X - Y, unde X,Y sunt spai vectoriale, se

numsate linear daa
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L(axg +Bxy) =alx +BLxy, Oa,BO0/C,0x, X%, OX. (2.1.5)
Demonstiim ca L definit prin (2.1.1) este operator linear.

Intr-adevr, fie y,zOC"(1), a,00/C. Avem

L(ay +B2)=(ay +B2)" + py(x)ay +p2) " +..+
+ pr-a(X)ay +B2) + pp(x)(ay +Bz)=

= ay(n) + Bz(n) + p]_(X)(Gy(n_l) + BZ(n_l))+ L+

+ p-a(x)(ay’ +B2z)+ py(x)ay +Bz) =

(2.1.6)
=af Yy + py(x)y" Y+ L+ pra (XY + pa(Xy |+
Ly
+B 2"+ py (02" Y 4+ s (X)2 + pa(x)z |
Lz
adicd
L(ay +Bz)=aLy +BLz, (2.1.7)

care este tocmai ceea ce trebuia demonstrat.

Si in acest cazrecunoagtem un operator linear du@ faptul ci funcria
necunoscui si derivatele sale paila ordinul n inclusiv, apar la puterea intai.

Deci o ecuge difereniala ordinaé de ordinuln>2 estelineara dac este de
gradul intai in raport cu furia necunoscity si cu derivatele acesteia gala ordinuln
inclusiv.

Exemple

m

# Ecugia y" + y =sinx estenelineard, datoria termenului yy', care

!

este monom de gradul 2yii y'.
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# Ecuaia y(4) +x2y’ +x%eXy =0 estelineara, deoarece este de gradul 1
n raport cwy, y' si y(4).
Ecuaiile (2.1.1), (2.1.3) suntlineare deoarece operatorul difeteal L,

L:c"(1) - c°(1) este linear.

PROPRIETA7TI GENERALE ALE EDO LINEARE DE ORDINUL n

1. Orice schimbare nesingulai de variabili transformi o EDO lineaw tot ntr-
o ecugie lineara de acelai ordin.

* Intr-adewar, fie schimbarea

x=f(t), f0OC"(a,p]), [a.plOO, (2.1.8)
cu f'(t)#0,t0[a,p]. Conform teoremei funidor implicite (vezi Cursul de Analiz
Matematid, partea I), exigttransformarea inveist = ¢(x).

Calculkm derivatele succesive ale luin raport cu noua variaBit. Avem
dy_dydt_ L o
dx didx f'(t)dt’
d’y _ 1 g{ 1 g}: 1 d%  f'(t) dy.
ax?  fllt)dt] f'(t)dt ] £2@)at?  f3()dt

derivatele Trx sunt deci expresii lineare in raport cu derivaiele

(2.1.9)

Calculandu-le in continuare, vonigy tot expresii lineare, care, introduse in
(2.1.1), vor conduce in final la 0 EDO lingale acels ordin.

2. Orice schimbare linea¥ de fungie intr-o EDO lineai 1i conserd
linearitateasi ordinul.
Pentru gurinta calculelor,  consideim ecuaa lineat de ordinul Il
Ly=y"+ pi(x)y + pa(x)y = f(x), (2.1.10)
Fie schimbarea
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y=q(x)z(x)+r(x), q,roc"(ab]). (2.1.11)
Derivand succesiv, gimem

y =q(x)z(x) + r(x) x py(x)

Y =@ +dz+r x py(x)

y":(¥"+2qzl+qﬂz+r" xl

Ly = og" +(qpy + 29')Z + zLg+ Lr.
Din ultima expresie rezulto ecude difereniala in noua funge necunoscitz

(2.1.12)

@ +(ap +29)Z + zLg=-Lr + f , (2.1.13)
ecuaie care este linearde ordinul Il.
Acest rezultat se demonstréan mod analogi pentru o ecu@e lineaé de un

ordinn arbitrar.

2.2. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE SI OMOGENE DE
ORDINUL n

Ecuaiile (2.1.1)si (2.1.3) sunheomogenedeoarece au termen liber.
Le putem asocia ectisomogene corespuatoare astfel:

Ecuaiei (2.1.1) 1i corespundecugia omogerd

Ly =ag()y™ +ay(x)y" Y + ..+ a1 (x)y +a,(x)y =0, (2.2.1)

lar ecuaiei (2.1.3) 1i asocienecugia omogerd
Ly=yM 4 pl(x)y(”"l) + ...t pro(X)y' + py(x)y =0. (2.2.2)

Dupa cum am metionat, ne vom ocupa de (2.2.2).

Nucleul operatoruluiL esteKerL :{yDC”(I)\ Ly = O}D c(1).

Cu alte cuvinte,KerL este muimea soluiilor ecuariei de ordinul n(2.2.2),
lineara si omogeri.
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Teorema 2.1 Ker L este un subspia linear al lui C"(1).

Demonstrée. Fie y,z[0KerL. Aceasta inseamirca Ly =0,Lz=0 pe I.

Insi L este linear, deci

L{ay +Bz)=aLy+BLz=0,
%

de unde rezuitci (ay +pz)OKerlL .o

(2.2.3)

Conform cunstintelor despre spivectoriale, putem face uritoarele afirméi:
o DeoareceKerL este sp@u vectorial, orice element diiKerL se exprimi ca o
combinaie lineat de elementele unei baze d{erL .

o Pentru a rezolva ectia omoge# (2.2.2) este deci suficierd determiam o baz
in KerL.

Putem demonstraiclimensiunea luKer L esten, adic

dimKerL=n|. (2.2.4)

Acest fapt arei 0 confirmare intuitid evidenf. Dac derivata de ordinul intai
introduce, prin integrare, o constardrbitrat, derivata de ordinuh introduce, dup
cum sestie, n constante arbitrare (adia grade de libertate).

O baz in KerL este deci formétdin n fundii linear independente dikerL,
adia din n soluii linear independente ale egiga omogene (2.2.2).

Definitia 2.1. Numim sistem fundamental de salil pentru ecuaia (2.2.2) o
bazi in KerL.

Reamintim definitia linear independeei unui sistem de fumic

Fiefy;}, i 0c().
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Definitia 2.2. {yi}j:rn se numgte sistem linear dependent daa exist

n
constantele reale,c,,...,.c,, nu toate nule (mai preciilcj2 # 0), astfel incat
j=1

oY1 (X)+ oy (X) +...+ ¢y (x)=0, OxOl (2.2.5)
In caz contrar, sistemul se nugtedinear independentAdica

Definitia 2.3. {yj }jzﬁ se numgte sistem linear independemtac egalitatea

Y1 (%) + Y2 (X) + ...+ cuyn(x) =0, (2.2.6)
valabili pentru oricex1, implica

¢; =0, j=1in. (2.2.7)
Exemple

1. S se arate zfundiile y, =1,y, = cos x,y, = sifi x formeaz un sistem linear

dependenpe .

Intr-adevar, combinaia lineak evident satigicuta este
Y2 +ys3— Yy =0,0x00. (2.2.8)

2. Sa se arate « sistemul de fund {lx,xz,x3} formeaz un sistem linear
independentpe [J.

Intr-adevr, dac

¢ d+c, X+cg K2 +¢, K3 =0, OxOO, (2.2.9)
rezulés ca membrul stang al refi@i (2.2.9) este polinomul indentic nul, deci coeditii
sai sunt nuli:

c; =0, j=14. (2.2.10)
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CUM VERIFIC AM DACA UN SISTEM DE FUNCTII {yJ }j -In ESTE LINEAR INDEPENDENT SAU

NU?
Pentru simplificarea expunerii, don n=3; cazuln arbitrar se trate@zabsolut
similar. Considesm deci sistemu{y;, y,, ys} 0C3(1).
Daa este valabi relaia

c1Ya(X) + coy2(x) + c3y3(x) =0, (2.2.11)
atuncisi derivatele ei sunt nule:

cryi (X)+ c2¥2(x) + cay5(x) =0,
n /] n — (2212)
cuyi(x) + coy5(x) + cay3(x) =0,
pentru oricex | .
Cele trei relai din (2.2.11), (2.2.12) forme&azun sistem algebric lineagi

omogen, avand drept necunoscutepe,,c3. Determinantul asociat este

Y1(X) Y2(X) Y3(X)
Wlynya,yal=yi(x) va(x) ys(x), x0Or, (2.2.13)
vilx) va(x) y5(x)
si-l numimWronskian
Din cele spuse mai sus rezuth

= Daa W =0, atunci sistemul algebric linear de mai sus adrsétii
nenule, dec{ Vi, Yoo y3} formeaz unsistem linear dependent
= Daci W#0 in [, atunci sistemul admite doar swuidentic nui, deci
{y., ¥, v} formeaz unsistem linear independent
Fie{y,, Y,, y;} soluii ale ecudgei lineare
Ly =y" + py(X)y" + po(x)y' + p3(x)y =0. (2.2.14)
Putem demonstra:
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Teorema 2.2.Daci {yl,yz,y3} [0 KerL formeaz un sistem linear independent,
atunciw| y, y,, ] # 0, OxOl.

Demonstréa se facerin reducere la absurd.

Fie acum, mai general, sistemul de fgtiin{:yj}j:l—n, cel puin de clag C"(1).

Definitia 2.4. Determinantul

Y}(X) y,Z(X) y,n(x)
R 2219
V) v .y Y(x)

se numgte Wronskianul funciilor {y;, v,,...,y,} -

Teorema 2.2, cg afirmatiile de mai sus asupra Wronskianului unui sistenrelie
functii, se pot demonstra cuuwrinta si pentrun oarecare.

In concluzie, pentru un sistem{yl,yz,...,yn} (OKerL, cu L dat de (2.2.2)este
valabila urmatoarea

ALTERNATIVA:

& sauW[y, ¥%,...y|=Cpe Isi rezulti ca{y,,Y,,...Y} formeaz un sistem
linear dependent

& sauWly,Y,,....¥,] 20, OxOI si rezults ci sistemul{y,,Y,,...,y,} este un
sistem linear independent

Exemple

1.Fie ecuda

Ly=y"-y=0. (2.2.16)
si i consideim sistemul de sotii ale ei, y; =e*,y, =e” .

VERIFICARE . Intr-adevir, avem
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Ly; =Le*=e*-e*=0, OxO0O,

(2.2.17)
Ly, =Le * = —(— e_x)—e"X =0, Ox0O0.
Wronskianul lor va fi, prin definie,
X —X
W[eX ,e‘x]: G EIRAN LT (2.2.18)
yi Yyz| ¢ -e*¥

deci, conform celor atate anterior, sistemu{eX ,e'x} esteun sistem fundamental
pentru ecuga (2.2.16), sau bazi in KerL.
2.Fie ecuga
Ly=y"+y=0. (2.2.19)
Fundiile y, =sinx, Yy, = cosx formeaz un sistem de sofii ale acestei ecui

VERIFICARE . Avem

Ly; =(cosx) +sinx=0,

, (2.2.20)
Ly, =(-sinx) +cosx=0,
de unde rezuitci {y;,y,} O KerL.
Calcubkm acum Wronskianul
: SinX  COsX
W(sinx,cosy = 'ng_ 3 (2.2.21)
cosx - si

ceea ce Insearfrca {sinx,cosx} formeaa o bazi in KerL sau, altfel spus, usistem
fundamental
Fie{yj}j:ﬁ [ KerL, cuLdat de (2.2.2), o bain KerL.

Atunci orice soltie y a ecudei (2.2.2), lineat si omogerd, se exprim sub

forma combingei lineare

y(X)= ey (x) + coyo (X) +...+ cryn(x), xOl,c; 00, j=1n. (2.2.22)
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Putem conchide deciic

Solwia generali a ecugiei omogene

Ly =y + p ()y" D 4+ pa(X)y + pa(x)y=0, xO1 (2.2.23)
se exprin& sub forma
y()=cu( R+ cy( ¥+..+ e ¥ (2.2.24)

unde c; sunt constante arbitrare, ia{ yj} i formeazi un system fundamental de

soluii ale ei.

Observaie. Fie y; =chx, y, =shx si ecuaia difereniala ordinaa

Ly=y'-y=0,
de la exemplul precedent.

Avem

Ly, =(chx) —chx=chx—-chx=0,

Ly, =(shx) —shx=shx-shx=0,
deci{y;,y,} OKerL.
Wronskianul sistemulufy;, y,} este

chx sh

Wly1, yo) = ohy oh

X
J:chzx—shzle;to,

deci{chx,shx} formeaa un sistem fundamental de stilpentru ecuga (2.2.16).

Dar am aitat ci si {ex ,e"X} formeaz un sistem fundamental de stilypentru
aceeai ecuaie.
In general,
Orice ecudie difererriala ordinara lineara admite o infinitate de sisteme
fundamentale de soltii.

OARE RECIPROCA ESTE ADEV ARATA?
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Raspunsul la aceasintrebare este dat de

Teorema 2.3.Unui sistem fundamental détyj}j=R i corespundeo singura

ecuaie difereniala lineara omoged de forma(2.2.2) (avand coeficientului y(”) egal
cul).

Demonstréa: se face pentrmm =3, pentru gurinta expunerii. FieyOKerL. Cum

{y1,v>.y3} OKerL este sistem fundamental de si)lel este o bazin KerL, deci

putem @sim 3 constante realg,c,,c; astfel incat

y(x)=crya(x) + oy (x) + cays(x),  xOI. (2.2.25)
Dar aceasta inseagrca fundiile {y;,y,,ys,y} formeaz un sistem linear

dependentceea ce echivaleazu a spuneécW[yl, Y2, Y3, y] =01in .

Adica
Y1 Y2 Y3 Y
i Y2 Y3 Y
L2 oo X0, (2.2.26)
Yyi Y2 Y3
yi Yo Y3 YY"

Dezvoltand membrul stang dupltima coloa#, ajungem la o ectie difereniala

ordinad linea®, in y. Ea este de ordinul 3, deoarece coeficientulyiliieste tocmai

determinantul

Yi Y2 ¥3
Vi Yoo Vs =WIyL Yo, ys]. (2.2.27)
YI Y2 V3

care coincide cu Wronskianul sistemufui,y,,ys} si este nenul, deoarece sistemul
este fundamental.

Dezvoltand determinantul (2.2.26) mai departe,icaaftul lui y" va fi
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Y1 Y2 Y3 q
Vi Yo Vh =E‘&W[Y1,Y2,Y3]- (2.2.28)

Yi Y2 ¥3
Ecuaia care admite sisteml{iyl, Yo, y3} drept sistem fundamental va fi de forma

W(x)y" —%W(x)y” +..=0. (2.2.29)

Impartind cu coeficientul luiy”, oltinem ecugia ciutat

n 1 d n (2-2.30)
-—— W ...=0.
y W(X) ax (X)y + 0

Pentrun arbitrar, ecuga (2.2.31) se scrie

n d n-
y )_vﬁ Wiy« =o. (2.2.31)

Din (2.2.28), comparand cu forma geng&i@.2.2) a ecu#li, rezulé

__ 1 d
p(x)= Wi E—Id—XW(x), (2.2.32)
sau, integrand o dat
INW[y1, Yo, ¥n] = —I py(x)dx +In|C]. (2.2.33)

Trecand la exponegiala, oktinemformula lui Liouville, si anume

W[y1, Vo, ¥n] =C ] b (2.2.34)

UNICITATEA .

-

DeoarecedimKerL =n, Tnseama cd n+1 soluii ale unei ecugi lineare si

omogene, de ordinul, sunt linear dependente.

Presupunem & sistemului fundamenta{ yj}, - i corespund dau asemenea
J=ln
ecuaii linearesi omogene, diferite
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n-1)

Ly =y + p(x)y" D 4+ poa(X)y + pa(x)y =0,

(n) (n-1) , (2.2.35)
Loy =y + g (x)y""™ + .+ an g (X)y +an ()y =0.
Scizand membru cu membru cele d@cuaii, obtinem

(p~ )y +(pp )y +.t (pg ~ Gy + (2.2.36)

+(pn—an)y =0.

Deoarece oricareyj,jzl,_n satisface ambele eai& (2.2.35), rezult ca ea

satisfacesi (2.2.36). Daé p, # q;, ordinul ecugei este, evident(n—l). Cum{yj}j=1T1
este sistem fundamental, insedan@i ecuaia (2.2.36), de ordinu(n—l), admite n

soluii linear independente, ceea ce reprezotontradiaie.

Deci py(x)= gy (x),Ox01.

Analog se demonstreazi p (x)=qy(x),0x01, pentru orick =2,n. o
Exemple

1. Fie sistemufundamental{ex ,e'X}. Si se determine EDO coresputzare.

a) Ordinul ecudei este 2. Am calculat anteridwleX ,e"XJ: -2, aftand astfel &

{ex ,e"x} este un sistem linear independent.

b) Conform considengor precedente, dacy e o soltie oarecare a ectial,

sistemul{ex e, y} este linear dependegitdeci Wronskianul lui se anuleaz

X —X

et e y
W[ex ,e'x,y]EO:> et -e* y|=0, (2.2.37)
eX e—X yn

deci
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el ¥

el —-e%

et e~

et ¥

" !

—y =0. (2.2.38)

In final, ecugia ciutaé esteLy = y" — y =0, dupi simplificarea cu-2.

2. Sa se determine EDO de sistem fundamefitabx , sing .

a) Numarul fundiilor sistemului fundamental est, deci ordinul ecugei cautate
este2.

Verificam linear independea:

SinX COosX
nxJ:_ ¥ (2.2.39)

W(sinx,cosy = cosx - s

b) Ecuaia cautati este dai de Wronskianul

sinx cosx vy
W[sinx,cosx, y] =0=|cosx -sinx Yy'|=0. (2.2.40)
-sinx —-cosx Y

Calculand acest determinant dugtima coloa#, deducem

,1SINX  cosx | sinx  cosx COSX —sinx
. )J— . +y =0. (2.2.41)
cosx —sin —-sinXx —cosX ~|-sinXx —cosX
Deci ecugia este, dupimpirtirea cuW([sin x,cosy = - =
Ly=y"+y=0. (2.2.42)

2.3. ECUATII DIFEREN TIALE DE ORDINUL n, LINEARE SI
NEOMOGENE

Reluim ecuaa difereniala linea# si neomoge#

Ly=y™ + p )y + .+ pra (XY + pa(x)y = T (), (2.3.1)
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unde p;, f OC(1).

Putem demonstra cateva fapte matematice de mawtangd pentru rezolvarea
ei.

|. Daca Y este o solge particulari a ecugiei neomogend2.3.1),iar z este
soluia generali a EDO omogene asocialey =0, rezulti ca soluia generali a EDO
neomogene este

y=Y+z. (2.3.2)
Demonstrége. Si facem schimbarea de fure y=Y + z, z fiind noua funge

necunoscut Introducem in (2.3.19, tindnd cont & L este linear, rezuit

Ly=L(Y+2)=LY +Lz=f +Lz
= f=f+Lz=Lz=0. (2.3.3)

Ly=f
deci
zO0KerL. (2.3.4)
Il. Presupunemdtermenul liber f al ecu#ei (2.3.1)este o sumde forma
f=f+f+..+f, (2.3.5)
si fie Y; soluiile particulare corespun#oare fiecirui f;, adica

Atunci

Y :Zk:Y, (2.3.7)

=1
este solde particulaz pentru ecuaa neomoged LY = f .

Demonstréa se face prin calcul direct. Avenmand seamai de (2.3.6),
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K k K
LY:L[ZYJ-} = Y LY =) fj=f (2.3.8)
j=1

Llinearj=1 i=1

lll. Daca se cunogte un sistem fundamental de golpentru ecuaa (2.2.23),
atunci putem determina o salkei particularz pentru ecuaa neomoged (2.3.1)folosind
metoda varigiei constantelor

Demonstrée. Considedm cazuln =3, generalizarea fiind imediat

Fie

Ly=y"+ pi(x)y" + p2(x)y' + ps(x)y = f(x), (2:3.9)
si {y1,¥2.ys} O KerL un sistem fundamental de silu

Atunci Ly, =0,j=1,2 Soluia general a ecudei omogene asociate este,

conform rezultatului de I y=Y + z, undez este soltia genera a ecugei omogene

asociate lui (2.3.9):

m

Ly=y"+ py(x)y" + p2(x)y’ + ps(x)y =0. (2.3.10)

Deoarece{y;, y,, Y3} este un sistem fundamental, el reprézmtoaza in KerL,
astfel incai se exprimi ca o combinge linea# de fundiile sistemului

2(x) = cyy1(X) + o ¥2(x) + cay3(x). (2.3.11)

Casli in cazul ecugilor difererntiale ordinare lineare de ordinul lawdam peY

sub forma

Y (%) = cy(x)yr + co(x)y, +ca(x)ys. (2.3.12)
Rezult, reconstituind ecus
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Y(X)=cryp + €Yo +Cays p3(x)
Y'= Gyt +CoYh + Cayh + Ciys + Chya +Cayg | P2(X)
() *
Y": "+C "+C "+rr+cr I+C! ! plx
QY1 TCY2 +C3Y3 t (O Yp 2:3(/)2 3Y3 (2.3.13)
Y"=CoY[+ CoYs +Cayz + QYL +CoYa +Caya|

LY =¢Ly; +Coly, +Calyz +C1y1 +Coyp +C3y3 = .
Deci ¢, c5,c3 satisfac sistemul algebric linear
Cly1 +Cays +C3y3 =0,
C1y1 +CoY2 +C3Y3 =0, (2.3.14)
Cly1 +C2Y2 +C3y3 = f.
Determinantul asociat acestui sistem este chiar ngkianul sistemului
fundamental, deci este nenul pe I:

yi(x) v2(x) ya(x)
Wly1. vz, va] =|vi(x)  ya(x) %%ia X0l . (2.3.15)

vilx) va(x) ys(x
Prin urmare, sistemul (2.3.14) admite s@wnic. Fie

ci=0; (X), j=13, (2.3.16)
aceagt soluie. Integrand, ofinem

cj:j¢jbong=1§. (2.3.17)

IV. Concluzie: Daca se cunogte un sistem fundamental de golpentru ecuaa
neomogeida (2.3.1),atunci soluia sa general se determii prin cuadraturi (integiiri,

primitive).
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Demonstrde. Dac {yj}, . este sistem fundamental de soluezulti ca soluia
J=1

general a ecuéei omogene asociate lui (2.3.1), adicy =0, este

n
Yomog= D _CjY¥j. xOI. (2.3.18)
=1

Atunci

I. Conform punctululll , o soluie particulad Y a lui (2.3.1) este

n
Y:§:U¢j@kkﬁyp (2.3.19)
j=1
undecj =¢; sunt soltii ale sistemului algebric

QY1 +CoYo +...+Chy, =0,
Cyr +CoYo +...+Chy, =0,
QY1 +CoYo +...+Cy, = f.

Il. Conforml, y=Y + z, deci soltia general a ecudei (2.3.1) este

(2.3.20)

Y(X):ZH:CJ Y +i(!¢j (% 0y, (2.3.21)

undeq)j :c’j, ] =1,n satisfac sistemul (2.3.20).

Exemplu & se rezolve ectia

Ly=y" - y=e?X. (2.3.22)
ETAPA 1. Ecuaia omogeti asocial este
Ly=sy"'-y=0, (2.3.23)
si admite sistemul fundamental de s;ﬁlu{ex ,e"x} (s-au determinat Tn exemplele
precedente).
Soluia general a EDO omogene este
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— X —X
Yomog =C1€” tCo€ . (2.3.24)
ETAPA 2. Cautam o soluie particulai a ecugei neomogene, de forma

Y =cy(x)e* +c,(x)e 7. (2.3.25)

Introducéand in ecuie, rezuls

Y=g(Xe +g(He” -1
Y'=g(Xe' - (e + ¢ ye+ g xer| o+
> (2.3.26)
Y'=g(Xe +g(Ner+ ¢( ye- g xe 1
ly= / + /  +d()e-g(y E=
Trebuie deci &rezoham sistemul
ef +che X =0,
as e . (2.3.27)
ce* —che X =e .
Determinantul asociat coincide cu Wronskianul:
A:Wlex ,e_XJ:—Z. (2.3.28)
Rezult soluia unic
r__} O e_X _EeX
! 2|e2X _o7X 2 ’
(2.3.29)
. 1ef 0] 1 5
C2 =—— 5 =-——e .
2|eX  e2X 2
Integrand, obnem
1 X 1 3X
==e",Ch =—=e"", 2.3.30
C 5= ( )

astfel incat, conform lui (2.3.25), sgluparticulaii Y are expresia
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v =L~ 1ex e, (2.3.31)
2 6
de unde rezuit
:%ezx. (2.3.32)

Soluia general a ecugiei neomogene (2.3.22) este deci

y(x)=ce* +c e + %ezx . (2.3.33)

Observaie. In cazul coeficietilor p, constaf, soluia particulai Y se caut,

mai wor, sub forma funalor elementare din membrul drept (termenul libie).

ExempluDaci reluam ecuaia (2.3.22), il putemauta peY sub formaY = ke?X.

Introducénd aceasexpresie in ecti@, olzinem

Y =ke?* |-
Y' =2ke?| O +
V" = ake?*| 1 (2.3.34)
LY = (4k - k)e?* =3ke?*.
Trebuie decidavem
kKe?* = = k:%; (2.3.35)
rezulé Y:%ezx , soluie particulai oktinuta mai simplu decéat folosind metoda

varigiei constantelor.
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2.4. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE DE ORDINUL n, CU
COEFICIEN TI CONSTANTI

Forma generéla acestor ectiaeste

Ly=agy™ +ay® D s ay Dy ra yveay=f(x), (2.4.1)

undea, 00,k =0,n.
Am vazut & soluia general a unei ecud diferentiale ordinare linearssi
neomogene se exprinta o sura dintre o solte particulaii a sasi soluia general a
ecuaiei omogene asociate. Cugterea unui sistem fundamental de sola ecuaiei

omogene asociate conduce imediat latslgeneral a ecudei neomogene.
2.4.1. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE SI OMOGENE

Fie deci

Ly=aoy™ +ay" ™ +a,y( 2 s +a Ly ray=0 (2.4.2)
ecuaia omoge# asociai lui (2.4.1). Operatorul, definit prin membrul stang al acestei
ecuaii, este linear, in sensul acelgidefinitii datd la ecudile diferentiale de ordinul |.
Si in acest caz recungieam un operator linear dagaptul @ funcaia necunoscdt si

derivatele sale para ordinuln inclusiv apar la puterea a I-a. Nucleul operatdratte

kerL ={y0C"(0) Ly =0}, (2.4.3)
deci
Mulzimea soluiilor ecuariei (2.4.2)coincide cukerL.
Dupa cum am attat in paragraful 2.2, dimensiunea lui keesten. Rezult deci
ca

Pentru rezolvarea unei ecui lineare de ordinuln trebuie @ gasim o ba# in
kerL.
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Reamintim & o baz a unui spau vectorialn-dimensional este o miurhe formas

din n elemente linear independente aletispai. Fie {y;,Y,,...,y,} 0 baz in kerlL.

Atunci soluia general a ecugei (2.4.2) se scrie ca 0 combiiglineat cu coeficie

arbitrari de elementele bazei, deci

y(x) = crys (%) + Y2 (X) +... + ¢y (x). (2.4.4)
MOD DE REZOLVARE
In cazul coeficietilor constani, se caut soluii de forma exponeiald y =e"™,

dupa ideea lui Leonhard Euler Derivam succesiwi introducem in ecuége:

an_2 X yn — rZerX
............... (2.4.5)
a X y(n 1) — ¢ N=Lgrx
8, X y(n) — N
Ly = erx(aor "+ ar N1, gt an): 0,
deci, pentru c&™ si fie soluie trebuie ca
agr"+ar"t+. a,_qr+a, =0| (2.4.6)

Ecuaia (2.4.6) se numyée ecugie caracteristidg. Ea admite intotdeauna

radacini in corpul complex. Fie,,r,,...,r, acesteddacini.

A. Raddcini reale si distincte In acest caz, baza din ker L pe careiatin este

X

formati din fundiile e™ e2*,... e, prin urmitoarea coresponden
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I (2.4.7)
elX @lX glX  ghX

prin urmare soltia general a ecudei este

y(x) = ™ +c e +... +c e, (2.4.8)

B. Radacini complex conjugate Fie r; =a+ib. Atunci ecugia caracteristi,
avand coeficiem reali, mai admitesi pe r, =a—ib ca fdacind. Pentru simplitatea
expunerii, 8 presupunemaccelelalte &dacini sunt reale. Pentru amane n cadrul real,

(a+ib)x ,(a-ib)x

vom inlocuie ,e( cu combindi lineare reale ale acestora, folosind formulele

lui Euler (vezi cursul de AnalizMatemati@, Calcul Diferemial):

ibx -ibx
+
e™ coshx = e < 2e ,
ibx _ e—ibx (2.4.9)
e sinbx=e** _
2
Atunci schema (2.4.7) devine
n 2 3 Tn
! ! Lo, (2.4.10)
e cosbx e sinbx e¥* e™*
si solutia general a ecugei este
y(x) = €®(c, cosbx+ ¢, sinbx) + c;e™* ... + c,e™. (2.4.11)

C. Radacini multiple. Spre deosebire de cazurile precedente, acestaitieges
alte precizri. Nu putem folosi direct schema (2.4.7), deoarace ohine, evident, un
sistem linear dependent.

Sa consideim mai intai ecuga de ordinul Il
Ly=ay" + by +cy=0. (2.4.12)

Presupunemacecuaia sa caracteristic
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ar2+br+c:0, (2.4.13)
admite #dacinile realery,r,, foarte apropiate ca valoare, dar, $gtalistincte. Atunci

putem folosi schema (2.4.7), care, in acest caznee

I
b (2.4.14)
X ghX

Dac r, — 1y, atunci schema nu funoneaa. Pentru a firitura acest
inconvenient, putem Tnlocui pg2* cu combinga lineas

X _ AhX
e - (2.4.15)
o=

care, evident, estg ea soltie a ecugei (2.4.12). Trecand la limitpentrur, — rq,

obtinem
d (eI‘ZX _ erlx)
I, X £D.4 I, X
. et —el . dr . oXe?2
lim =———= Iim 2d = lim = xe*. (2.4.16)
dr,

Inseamd ci, dadi r, =r;, putem considera pentru egaa2.4.12) schema

n n
Lo (2.4.17)
erlx Xer]_X

Intr-adevir, cele dod funaii din scheni sunt soltii ale ecugei si suntsi linear
independente, deoarece Wronskianul lor
X X
el Xel 2rlx

W[erlx, xerlx] = e
rne™ xpe™ +e"*

SR eI (2.4.18)
rl Xr1+

este nenul. Sotia general a ecugei (2.4.12) este

152



Ecuaii difererviale ordinare de ordinul n

y(x) = ™ + c,xe™%, (2.4.19)

sau
y(x)=e™(c; + c,x). (2.4.20)
Ne sittim acum in cazul general. Presupunem, pentru saiglitd r; este

radacina multipla de ordinulm a ecuégei caracteristice (2.4.6), iar celelaltgdicini

Fm+1:fme2s---5 Iy Sunt realesi distincte. La fel ca mai inainte, se demonstiea in

acest caz schema (2.4.7) devine

! Lo Lo b, (2.4.21)
X yahX Xm—lerlx ermﬂx ernx

si deci soldia general a ecugei este

y(x) = erlx(cl + 02X+...mem_1)+ C3er3xm + Cnernx_ (2.4.22)

CONCLUZIE: Pentru ecudiile diferensiale ordinare cu coeficien constaryi
putem determina efectiv intotdeauna un sistem funtental de solgi, exprimat prin

functii elementare.

Exemple S se determine safia general a urnmatoarelor ecugi difereniale
ordinare:

a) Ly=y"'-3y' +2y=0.

Este o ecuge difereniala lineati, de ordinul Il, cu coeficighconsta.

Dimensiunea lui kel este 2. Gutand solti de forma exponeiala y=e"™,
deducem &r trebuie § satisfad ecuaia caracteristig

r?-3r+2=0,

care admiteadacinile realesi distincter; =1,r, =2. Suntem Tn cazu.

Soluia general este, conform formulei (2.4.8),
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y = cie¥ +c e

b) Ly=y"+y=0.
Este o ecuge linea#, de ordinul I, cu coeficignconstan.
Dimensiunea lui ket este 2. Gutand soltii de forma exponeiala y=e"™,
deducem &r trebuie 8 satisfad ecuaia caracteristig
r?+1=0,
care admiteadacinile pur imaginare, complex conjugate=+i,r, =— . |

Soluia general este, conform formulei (2.4.11)

y =C; COSX+C,SinX.

C) Ly=y"+2y +y=0.
Este o ecu# difereniala ordina# linea, de ordinul I, cu coeficignconstam.
Dimensiunea lui ket este 2. @Gutand soltii de forma exponeiala y=e"™,
deducem &r trebuie 8 satisfad ecuaia caracteristig
r2+2r+1= 0,

care admiteadacina dubk r =-1. Soluia general este, conform formulei (2.4.22)

X

y = (e +cpx)e”™.

APLICATIE: OSCILATORUL ARMONIC

VW

Figura 2.4.1. Oscilatorul armonic.

Incepem prin a construi modelul matematic asoaasti fenomen fizic.

Aceasi construge presupune, ddgcum am mai ditat,
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# stabilireamarimii (sau marimilor) fizice care determih cunogterea
completi a fenomenului fizic; ele vor juca rolfuncyilor necunoscute
# stabilirea legii (sau legilor) fizice care guverneaz fenomenul si

exprimarea lor in termeni matematici.

MODELUL MATEMATIC AL OSCILATORULUI ARMONIC

1. Functia necunoscud este in acest caieplasareay = y(t), avand, evident, o
singuti componerit

2. Legea fizia estelegea lui Newton produsul masaccelerge este egal cu

rezultanta fopelor care aggoneaz asupra sistemului, adicin termeni matematici,

ma=F, (2.4.23)
undea, F au fiecare cate o singucomponeri).

F este fora elastid, expresia sa matematitiind

F=-ky, k>0, (2.4.24)
iar a este acceletia, adi@, dup cum sestie,
2
a:d—;’. (2.4.25)
dt
Pentru derivata a doua a deglasin raport cu timpul vom folosi binecunoscuta

notaie din mecanig

d2y
—2=y. (2.4.26)
it
Deci
my = —Kky. (2.4.27)
Notam K =w? >0. In concluzie, modelul matematic este reprezateat
m
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Ly=y+w y=0|. (2.4.28)

Aceasta este 0 equm lineai, cu coeficiefi constami, omogeld. Pentru a

determina un sistem fundamental de gploautaim pey de forma exponegiala y = et
Derivam si introducem in ecuge:
ol Y= gat
0 |y=ae™ += Ly:(a2+m2)e‘Xt =0. (2.4.29)
1| y=q2e"
Rezulé ecuaia caracteristig
a’+w? =0, (2.4.30)

cu radacinile a, , =+iw. Avem urmitorul sistem fundamental:

I -iw
! l . (2.4.31)
eicot e—ioot

Pentru a evita cadrul complex, folosifarmulele lui Euler (vezi cursul de
Analiza Matematid, partea I). Avem:
ia _ ..
€~ =cosu + isina,
. (2.4.32)
e 'Y =cosu - isina,
deci
ia —ia ia —ia

&:C()g]’ %:sinq ) (2.4.33)
I

in loc de exponetalele cu exponagncomplegi, putem lua combindle
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eI(AJt + e—l(.ot

5 = coswt
. . (2.4.34)
eloot _ it _
=sinwt,
care sunti ele soluii si formeaz un sistem fundamental.
Intr-adewr
, coswt sinwt
W/[coswt,sirwt]=| " =wz (. (2.4.35)
-wsinwt  wcowt
Soluia general a ecuéei (2.4.28) este
y(t) = ¢ coswt + ¢, sirwt. (2.4.36)

in loc de constantele arbitracg,c,, vom considera alte dawconstanteA si 3,

de asemenea arbitrare.

Luand A=+/c? +c2 , rezult

coswt + sinwt |. (2.4.37)

9= A oS
VG +C VG + G
Constantele din parantezunt, evident, subunitare, iar suniratelor lor este 1,

astfel incat putem lua

o _ Co .
—=—=C0), —4£—=sin3, (2.4.38)
1/(}12 +c§ 1/012 +C§
unde
_ l
6—arctgc—. (2.4.39)
2

in final, soluia general a ecugei oscilatorului armonic se exprifmastfel

y(t) = Acoq wt - d)|. (2.4.40)
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INTERPRETARE FIZICA

Reprezentand grafic funa (2.4.40), obnem figura 2.4.2,

Figura 2.4.2.Reprezentarea geomeir&miscarii oscilatorului armonic
unde
> A reprezind amplitudinea mgcarii
> w reprezind frecvernra miscarii

> O reprezind faza mkcirii.
A . . o
Anuland argumentul cosinusului, toilem momentul$¢ =—, care corespunde
W
amplitudinii A. Vom relua aceasiproblend in cadrul aplicailor.

2.4.2. POLINOM DIFERENTIAL

Fie din nou ecu@ (2.4.1).
Obsendm ci ea se mai poate scygiin felul urmator:

n n-1

d d
Ly = + a +..+a,.1—Vv+a,y=flx). 2.4.41

Sa notaim cuD operatorul derivat adia

d

D=—.
dx

(2.4.42)

Atunci
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g
Xk

si operatorulL se mai poate scrig sub forma

= DK, (2.4.43)

Ly=agD"y+aD" "y +...+ 8,4 Dy + a,Ey= f (x), (2.4.44)

unde am notat ck operatorul identitate, adic

Ey=y. (2.4.45)
Forma (2.4.44) mai poate fi modifigaastfel

Ly = (aOD” +aD" 1+ +a,_D+a, E)y = f(x), (2.4.46)
Operatorul din paranteza de mai sus este, formgbolinom de graduh in D.
El se numgte polinom difererrial.

Vom folosi urnitoarea notge pentru polinomul difereral:

P,(D)=a,D" +aD"+...+a, ;D +a,E|. (2.4.47)

Rezult ca ecuaia (2.4.1) se poate sciein alt mod:

Ly=P,(D)y = f(x). (2.4.48)

Observdie. Inlocuind in (2.4.47) p® cur si derivirile succesive cu puteri,

obtinempolinomul caracteristicasociat ecugi diferertiale.

FORMULE DE CALCUL UTILE

|. S aplicim polinomul difererial unei exponetiale

y=e%%, (2.4.49)

Tin&nd seama de faptui c

D(e“x):ae"x, Dk(eax):akeax, (2.4.50)

obtinem
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Pn(D)(eaX): (aoD” + aan—l +...+a,4D +a, E)eax _

=ayD"e™ + g D" te™ + ..+ a,_De™ + anEe“X =

(2.4.51)
= apa e + alo(” 1% + . +a,_,0e™ +a,e% =
= (aocx +a0" 1+ +a, 0+ an)eo‘x,
deci
P, (D)e™ )= Py (a)e™| (2.4.52)

Aceasi formula remarcabil este de mare utilitate practidDe altfel, am ntalnit-
0 si Tn paragrafele precedente, dnsu legai de polinomul diferefial, ci de ecuga
caracteristis.

[l. Putem demonstra o alformuld de calcul foarte util valabik pentru orice

polinom diferemal.

Lema 2.1 Dacz u,vIC"(1), atunci

Ph(D)) =R (D)v + UPL(D)v+ wPH(D)v+

1 (o34 Ly (2:4:59)
+mu R (D)v+ﬁu VRV (D)v.
* Demonstraia se face folosind formula lui Leibniz
D¥(uv)=uDXv+uD* v+ C2u'D* %y
(2.4.54)

+..+Cl” 1(n- 1)Dv+vD”u.

O vom da pentruin=2. Pentrun arbitrar, rezult imediat prin induge complei.

Fie operatorul

P(D)=aD? +bD + cE. (2.4.55)

Avem
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D2(uv) =uD?v + C3DuDv+vD?%y/x &

D(uv) =uDv + vDu xb
E(uv)=uv X C
(2.4.56)
P(D)(uv)= u(aDzv +bDv+ cv)+
+ Du(a(‘%Dv + bEv)+
+avD?u.
Obseram ci
u(aDzv +bDv+ cEv): uP(D)v,
Du(aoﬁDv + bEv): Du(2aDv+ bEv) = DuP'(D)v, (2.4.57)

D2u(av)= % D2u(2av)= % D2uP"(D)v.
Formula (2.4.53) este astfel demongirat

2.4.3. ECUATII DIFEREN TIALE LINEARE SI NEOMOGENE

Conform celor spuse in paragraful anterior, de@aré&e cazul ecualor
diferertiale ordinare cu coeficigh constafi se determid Tntotdeauna un sistem
fundamental de sofii sub forna de fungii elementare,améane & determiam o soldie

particulag a ecug@iei neomogene

Ly=aoy™ +ay" ™ 4 a,y2 s ra Ly +agy=f(x), (2.4.58)

Desigur, putem aplica metoda vaies constantelor, s in cazul coeficiegior
constafi, dac termenul liber se expriinprin fungii elementare, putemagi metode
mai simple decat aceasta.

Distingem mai multe cazuri:

A. Termenul liber este polinom de graduhin x, adici
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f (X) = P (x). (2.4.59)
Atunci
- Dac a,#0, ciutim soluia particulai Y(x) pentru ecuga LY =P, (x)
sub forma unui polinom de acgilgrad, deci
Y(X)=Qn(x). (2.4.60)
Coeficienii lui Q,(x) se determif simplu, prin identificare.

Exemplu S se determine o sdie particuladi pentru ecuga

Ly=y"+y -y —y=x2+1, (2.4.61)

Solutie. Ecuaia (2.4.61) este linearsi neomogen, cu coeficiefi constam.

Termenul liber este un polinom de gradul 2, my=-1# . Rutem @&uta solgia

particulaé sub forma polinomului de gradul 2

Y(x)=Q,(x) = ax? +bx+c. (2.4.62)

Derivandsi introducand Tn ecuge, oltinem

2a - (2ax+b) — (ax? +bx+c) = x% +1, (2.4.63)

—ax’ - (2a+b)x+2a-b-c=x%+1, (2.4.64)
Identificand coeficietii, rezulta

a=-1 b=2 c=-5 (2.4.65)

deci soldia particulai cautat este

Y(x)=-x% +2x -5, (2.4.66)

« Daad a,,a,-1,.--.84—¢ (r <n)sunt nuli, dutaim peY sub forma
Y(x)= X" Qm (x). (2.4.67)
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Exemplu S se determine o saie particulas pentru ecuga difereniala ordinag
linea si neomogea

m

Ly=y"+y" =x+1. (2.4.68)

Solutie. Ecuaia (2.4.68) este cu coeficignconstami. Termenul liber este un

polinom de gradul unu, iaaz = 0,a, =0. Cautam, deci, soltia particulai sub forma

Y(x) = x?Qy(x) = x?*(ax+b). (2.4.69)
Derivandsi introducand in ecuee, oltinem
6a+ (6ax+2b)=x+1, (2.4.70)
sau
6ax+6a+2b=x+1, (2.4.71)

Identificand coeficietii, rezulta

a:é, b=0, (2.4.72)

deci soldia particulai cautat este

Y(x) :éx? (2.4.73)

B. Termenul liber este o expongald, adici

f(x)= Ae™. (2.4.74)
Distingemsi aici dow cazuri:
* o Nu este adacina a ecudei caracteristice, dean(cx);tO. In acest caz,
cautam o soldie particulai a ecudei neomogene de forma termenului liber,
adic
Y(x)=ae™. (2.4.75)

Derivandsi introducand Tn ecuge, oltinem
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aP,(a)e™ = Ae™, (2.4.76)

de unde, prin identificare, deducem

A
a=—7- (2.4.77)
Pa()
Exemplu S se determine o sale particulai pentru ecuga
Ly=y" -3y +2y=e>. (2.4.78)

Solutie. Ecuaia (2.4.78) este linearsi neomoges, cu coeficiefi constan.
Termenul liber este de forma unei expareda (2.4.75), cux = 3. Ecuaia se mai poate

scriesi cu ajutorul polinomului diferegmal

Lys[D2 —3D)+ ZEJy:eg’X. (2.4.79)
P(D

Ecuaia caracteristig asociai este

r2-3r+2=0, (2.4.80)
cu radacinile

n=1 r,=2; (2.4.81)
nici una nu coincide cu. Cautam, deci, soltia particulaé sub forma

Y(x) = ae*. (2.4.82)

Derivam si introducem in ecuge

P(D)ae® )= atP(e** )= ae®*(9 - 33+ 2) = 2ae** (2.4.83)
de unde deducem

20> =¥ a=

N

(2.4.84)
Soluia particulas este deci
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Y(x)= %e?’x. (2.4.85)
* o este #dacina multipla de ordinulm, m< n, a ecugei caracteristice, deci
P.(a)=0, P(a)=0 P!(a)=0, ..RIMY(a)zo0, (2.4.86)

dar
R (a)#0. (2.4.87)

Tn acest caz,autam o soldie particula a ecugiei neomogene de forma

Y(x) = axMe%. (2.4.88)
Derivaim folosind formula (2.4.53), luandu=ax™,v=e"*. Introducand fin

ecuaie, oltinem

apax™P, (a)e®* + a;max™ 1P, (o)™ + ...+

=0 =0
1 -1 ax
+ (m—l)! (m_l)!axmm—lpn(m _())(O()e + (2.4.89)

+ il ma s, PM (o) = Ae™,
m

de unde, prin identificare, deducem

A
a—m. (2.4.90)

m'n

Exemplu S se determine o saie particulad pentru ecuga
Ly=y" -3y"+3y -y=¢€~. (2.4.91)

Solutie. Ecuaia (2.4.91) este lineagi neomogea, cu coeficiefi constam.
Termenul liber este de forma unei expareda (2.4.75), cux =1. Ecuaia se mai

scriesi cu ajutorul polinomului diferegmal
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LyE[D3—3D2(+)3D—E}y:eX. (2.4.92)
P(D

Ecuaia caracteristit asociai este

r3-3r2+3r-1=0, (2.4.93)
care se mai scrig

(r-1)°*=o0. (2.4.94)
Rezult ca 1 este ddacina tripla a ecugei caracteristice. &itam, deci, soltia
particulaa sub forma

Y(x) = ax®e*. (2.4.95)

Derivam folosind formula (2.4.53), luand= ax, v=e™, Calcuim mai intai

P'(D)=3D%-6D +3E=3(D - E)?,

P'(D)=6D-6E=3(D - E), (2.4.96)
P"(D)=6E.
Evident,
P(D)e*=0, P'(D)e*=0, P'(D)e*=0, P"(D)e* =6 (2.4.97)

Aplicand formula (2.4.53), almem
— 3 2 1 n 1 m —_
P(D)(axaex)— ax P(eX )+ 3ax°P (ex )+ > 6P (ex )+ 3Ja® (ex)— e*, (2.4.98)
=0 =0 =0
de undetinand seamai de (2.4.97), deducem

a==. 2.4.99
- (2.4.99)

Soluia particulad este deci
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1
Y(x)= Ex?’ex. (2.4.100)
C. Termenul liber este o expongald Inmulsité cu un polinom,adici

f(x) = Py (x)e™. (2.4.101)
Distingem din nou daucazuri:
« «a nu este #dicina a ecugei caracteristice. In acest cazutim o soldie

particulai a ecugei neomogene de forma termenului liber, adic
Y(x) = Qm(x)e™. (2.4.102)
Exemplu S se determine o sale particulai pentru ecuiga difereniala ordinag
Ly=y" -3y + 2y =xe*. (2.4.103)

Solutie. Ecuaia (2.4.103) este linearsi neomogen, cu coeficiefi constam.

Termenul liber este de forma (2.4.101), umde 3, iar P,,(x) = x. Am aiitat mai sus ©
ecuaia se mai scriesi cu ajutorul polinomului diferemal (2.4.79) si am calculat
radacinile ecuaiei caracteristice (2.4.80), care nu coincid eu. Ciutaim soldia
particulaé sub forma

Y(x) = (ax+b)e*. (2.4.104)

Derivam folosind formula (2.4.53), pentru=ax+ b,v=e¥. Tinand seama de

faptul &
P'(D)=2D - 3E, 2 4.105
P'(D)=2E, (2:4.109)

obtinem
P(D)((ax+ b)e3x): (ax+b) EP(e3X)+ aP’(egx)= (2.4.106)

= (ax+b)(9-33B+2)+aL{6-3)=(2ax+3a+ 2b)e>,
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de unde
3X 3X 1,3
(2ax+3a+2bje™ =xe¥* — a=2,b=-7 (2.4.107)
Soluia particulas este deci
Y(x)= %(2x— 3| (2.4.108)

~

* o este #dacina multipla de ordinulr, r <n, a ecug@ei caracteristice. In

acest caz,autam o soluie particulasi a ecugei neomogene de forma

Y(x) = x"Qn (x)e™. (2.4.109)
In ambele cazuri formula (2.4.53) este foarteiutil

Observaie. Dad o este #dacina multipla a ecugéei caracteristice, este mai

simplu € folosim mai intai schimbarea de fuiec

y(x) = z(x)e™ . (2.4.110)
Aplicand formula (2.4.53), almem o ecuge difereniala ordina& n z in care

exponefiala se simplifid si al carui termen liber este un polinom; suntem deci tmte

din cazurileA.
Exemplu S se determine o sale particulas pentru ecuga difereniala
I—y = ym _ 3y" + 3yl _ y = X5eX (24111)

Solutie. Ecuaia (2.4.111) este linearsi neomogen, cu coeficiei constam.
Termenul liber este de forma (2.4.101), au=1. Am mai scris ecua cu ajutorul
polinomului difereial (2.4.92)si am afitat ¢ ecuaia sa caracteristicadmite pe 1 ca
radacina multipla de ordinul 3.

Efectiam echimbarea de futie

y(x) = z(x)e, (2.4.112)
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folosind formula (2.4.53) pentru= z(x), v=e%si tindnd seama de calculele derivatelor

formale ale polinomului difereial din (2.4.96). Obnem

’+ ZP e ’+ Z"P" eX + Z'" EP'" x5eX, (2.4.113)

de unde deducem, dupimplificarea cuex,

2" =x°. (2.4.114)
Aceasta este 0 eaimdifereniala ordinag linea# si neomogea, de ordinul Il in

z O soluie particulad a sa se agine imediat prin integrare direxct

1 8
Z(X)=——X". 2.4.115
e (2.4.115)
Soluia particulas cautat pentru ecuga (2.4.109) este deci
Y(x)= L 8| (2.4.116)
67 (8

D. Termenul liber este o funte trigonometriai (sin, cos)

f (x) = asinox + bcosax. (2.4.117)
Distingem din nou daucazuri:
« io nu este #dicini a ecugei caracteristice. In acest cazutim o soluie

particulai a EDO neomogene de forma termenului liber,adic
Y(x)= Acosax + Bsinax. (2.4.118)
Exemplu S se determine o saie particulaé pentru ecuga difereniala
Ly =y" -5y + 4y =cosX. (2.4.119)

Solutie. Ecuaia (2.4.78) este linearsi neomogef, cu coeficiefi constaf.
Termenul liber este de forma (2.4.118), aw=1. Ecuaia se mai poate scrig cu

ajutorul polinomului diferemal
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LyE[DZ -5D +4EJy:cosx. (2.4.120)
P(D)

Ecuaia caracteristit asociai este

r2-5r+4=0, (2.4.121)

cu radacinile reale
rn= 1 r, = 4. (24122)
Cautam soldia particulas sub forma:

Y(x) = acosx + bsinx. (2.4.123)

Derivam si introducem in ecuge:

L(acosx + bsinx) = (- acosx - bsinx) - 5(- asinx + bcosx) +

2.4.124
+ 4(acosx + bsinx) = cosx. ( )
De aici deducem, prin identificarea coefigitar sistemul algebric,
3a-5b=1 3 5
a=—,b=-—. 2.4.12
{Sa +3=0, 34" 34 (2.4.125)
Soluia particulad este
Y(x):3—14(3005x—55inx). (2.4.126)

* io este #dicina multipla de ordinulm a ecugei caracteristice. In acest caz,

cautam o soluie particulas a ecugei neomogene de forma

Y(x) = x™(acosx + bsinx). (2.4.127)

E. Daci termenul liber este o funte de forma

f (x) = P, (x)(acosax + bsinax)e®, (2.4.128)
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am putea auta din nou sola particulai sub o formi aseminatoare cu termenul liber,
tindnd seamai de iadacinile ecudei caracteristice.
Insa este mai simplugsefecim mai intai schimbarea
y(x)= z(x)eP, (2.4.129)
folosind formula (2.4.53)si, dupa simplificarea cu e, s determiim o soluie

particulaé pentru ecuga inz, conform celor aitate la punctul precedent.

2.5. ECUATII DIFEREN TIALE DE ORDIN SUPERIOR,
INTEGRABILE PRIN CUADRATURI

1. Cea mai simpl ecuaie de ordinuh integrabik prin cuadraturi este

y(" = £(x), (2.5.1)
unde f OC°(1), 10O.

Soluia general se poate aime prinn cuadraturki este dat de formula

X -1
_ 1 n-1 X~ Xo (X_Xo)n
= -t f(t)dt+Cy +C Wt G 55—,
y (n—l)!)z'.(x ) (t)dt +Co +C 1 to.+tChg (n-1) (2.5.2)
0
x01, Cg, Cy,.Cpy OO
intr-adevir, din ecugia y" = f (x) se okine
X
y(n-2) = jf(t)dt+Cn_l, xOlI, (2.5.3)
X0
X X
y(n-2) = Idxj f(t)dt +Cp_y(x—%g)+Ch_>p, x0l . (2.5.4)

Xo Xp

Rezulé
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_ n-1
y= Idxjdxj t)dt +Cy +C, > X0+...+cn_1w, xOl,  (2.5.5)

(n-1)

unde mtegrala este ldadlen ori. Egalitatea
X X X 1
)Z[dx)z[)dx..if(t)dt— o

numita formula lui Cauchyse demonstreazprin indugie complei. Pentrun=2 avem

fdxj dt—” (t)dxdt,
X0 Xo

undeA este triunghiul avand virfuril€xg, Xp), (X, %g), (x,x). Schimband ordinea de

integrare, obnem

X

[ o=t (1ot (2.5.6)

|
X0

(2.5.7)

def f(t)dt= i dtf f (t)dx:F f(t)dtfdx: J)E(x—t)f (t)dt, (2.5.8)
Xg  Xg Xg t X0 t Xo
Deci
jdxj dt_fx t)f(t)dt. (2.5.9)
X0

Presupunéndacegalltatea este ad@ata pentrun-1, vi.em 4 0 demonstm
pentrun. Avem

X

f dx.)[( dx...f f(t)dt= o }2)! j(x_t)n—zf(t)dt, (2.5.10)

X0

unde integrala este ldiatle n—1ori. Integrand ing o dat in raport cux si folosind
cazuln=2, okxinem:
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jdxjdx j (nfz)!jdxj(x—t)”‘zf(t)dt:

X0 Xo Xp

(2.5.11)

nl)IJ' nlf

In felul acesta, formula safei generale a ectiai y(”) = f(x) este demonstrat

Daa f =0, atunci solta genera a ecudei este un polinom arbitrar de gradut-1

y=Cq +Cyx+...+ C,yx" 2 x0O1,Cy, Cy,..Cppqg OO (2.5.12)
Exemplu

Determinareaeilor y ale unei grinzi indrcate cu sarcina

p(x) = 0%,

se realizeazcu ajutorul ecugei diferentiale

undel reprezini deschiderea grinzii, i&! este rigiditatea la inconvoiere.

Pentru a gsi o soluie particulai a ecugéei (facand abstraie de constantele de
integrare) putem face integr directe sauasfolosim formula lui Cauchy.

# Cu prima metodl obtinem

y—EdeIdxjdexdx—lgaX; :

& Cu a doua metadavem

dxxdxxdx x)d —X(x—t)3 (t)dx—lx(xg—:«}txz+3t2x—t3)p—0tdx—lOOX5
et -t

de unde deduceaceeai valoare pentruy,
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DOXS
120El |

y:

2. Alte ecuaii de ordinuln integrabile prin cuadraturi sunt:
FkﬂmFO,
Flyd,y0)=o,
F(y(n_z), y(n)): 0.

Daci se cunogte o reprezentare paramelri curbeiF (u,v) =0,

u=0(t), v=w() o.wOCHl), 100,

atunci, in fiecare caz (2.5.13), sdugeneral se oline prinn cuadraturi.

Pentru ecuga

Flxy™)=0, xoioD,

avem

x=0(t) ¥y =u(). ¢.woCk() 100,

Obserndm c

de unde deducem

Yo = [y(O()at + Co.

Repetand acejaprocedeu ofinem:

y=o(t)+P_1(0(t). tOl,

(2.5.13)

(2.5.14)

(2.5.15)

(2.5.16)

(2.5.17)

(2.5.18)

(2.5.19)

unde P,_; este un polinom arbitrar de gradut1. Cum x = ¢(t), rezult ci am obinut

soluia genera sub forna parametrig
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x=0(t),
y=o(t)+ P (0(t), tOI
Pentru ecuga
F(y(”_),y(”)):O, xO1oa,
avem

y(”‘l):cp(t), y(”):Lp(t), o, poci(l), 100,

Obserndm c

dly™ )= w(t)ax

de unde deducem

dx:%dt.

N
W(t)

N

Prin integrare ofinem:
¢'(t)
X=|-——7xdt+C;.
J w(t)
In felul acesta, am redus problema la cea prec&dent

x = o(t),
y ) = g(t).

Avem

d(y(”‘l))=¢(t)dx=¢(t)‘fp'—(t)dt,

deci

y(n-2) :jq)(t)t'—((tt))dt +Cy.

Soluia general se oline prinn -2 cuadraturi.
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Pentru ecuga
F(y(n-Z), y(”)):o, xd1aad, (2.5.29)
avem
y2 =), vV =y(), o,pocH(), 1o00. (2.5.30)
Obsendm c
dly™9)=w(t)dx (2.5.31)
de unde deducem
d y(n_l)): y(n) dx’
) y(n_z)): o (2.5.32)
Obtinem:
d(y(n—l) d(y(n—Z))
- , 2.5.33
ST D (2.5.33)
sau
y(n_l) d(y(n_l)): y(n) d(y(n_z)): l_|_j(t)¢'(t)dt . (2534)
Rezula
[y(”‘l)]2 = [wlo)e@)dt +c. (2.5.35)
in felul acesta, cunoscang™? si y("2) ecuasia s-a redus la tipul studiat
anterior cu

o = ([t +cf”
y("2) = y(e).

3. Multor ecuaii diferentiale de ordin superior li se poate guca ordinul. De

(2.5.36)

exemplu, este cazul eqular diferentiale de forma
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Fl y®, gl )=,

(2.5.37)
F(y, Yy, y(”)):o.
Pentru ecuga
Flx, y),yleD) y0))=o, (2.5.38)
prin schimbarea de futie
yk) =y, (2.5.39)
obtinem o ecuge de ordinuln—k:
F(x,u,u',...,u(”_k)): 0. (2.5.40)
Daci rewsim s integiim aceast ecuaie, rezult
u=¢(x,C,Cs,....Crk ) (2.5.41)
si
y®&) =(x,C1,Coren Cry ) (2.5.42)
Aceasi ecuaie este de tipul studiat la inceputul paragrafului.
Pentru ecuga
Fly,y..y™ yi)=0, (2.5.43)

prin transformarea
y'=p,
si luand pey ca variabih independerat oltinem o ecuge difereniala avand ordinul

redus cu o unitate. Intr-aday dac

dy _
dx_p’
atunci
2
M:E(QJ:@:QQ: %’ (2544)
dx? dx\dx) dx dydx —dy
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Analog,
2 2 2
dy. p(%j +p2 P (2.5.45)
dx dy dy
dky
Obserdm derivateled—k se scriu cu ajutorul luip si a derivatelor
X
dp dk"lp : . . : :
— . Ohtinem o ecuge difereniala de ordinuln-1, undep este funga
dy " ‘dyk?

necunoscut iary este variabila independént

4. Reducerea ordinului se poate realizpentru ecuga difereniala de ordinuln

Fly, vy, y() =0, (2.5.46)

omogeri in vy, y',...,y(”"l), y(”). Prin transformarea

Y_u
y
ecuaiei i se reduce ordinul cu o unitate. Intr-asle\ecuaia se scrie
: (n-1) ,(n)
Flx2,. Y |=o. (2.5.47)
y y y

Facand substitia y'= yu, olxinem succesiv

y'=y'u+yu= ylu? +u)
y''= y'(u2 + u')+ Y(ZUU'+U") - y(u3 + 3UU'+U")_ (2.5.48)

Se obser¥ ca y(k) se exprim cu ajutorul luiy Tnmulkit cu o expresie care ctne

derivateleu,u',...,u(k'l). Rezult ca ecuaiei initiale i se poate reduce ordinul cu o

unitate.
Exemplu
Pentru a rezolva ectia difereniala de ordinul al doilea
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xyy'+xy2-yy =0,

omogerd in y,y',y'", obserdm mai inti & y=0 este solte. Pentru a determina

soluiile nenule, facem transformared = u. Ohktinem
y

xyzu‘+xy2u2 + xy2u2 - uy2 =0,

sau

u
u-—+2u2=0
X

adic o ecude de ordinul intai (ecui de tip Bernoulli; a se vedea §1.3.7).

5. O al& ecuaie difereniala importans, careia i se poate reduce ordinul este de

forma
F(y, Xy, "y (), x”y(”)): 0. (2.5.49)

Ecuadiile lineare de forma (2.5.49) se numesugii de tip Euler

Prin schimbarea de variabik = et, x>0, oktinem

ﬂ:e_tﬂ,

dx dt

3 3 2
d_%/:e_3t d—g—3d—§+2ﬂ .
dx dt dt dt

deci
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dy_dy

dx dt’

24y _d’y dy

2T a2 d (2.5.51)

L2y _dy_ . d’y ody
e d® Tdt? dt

k k
Prin urmarexku se exprind numai cuﬂ % lar ecudéia se transforimin
t

dxK

dy d’y dy
Fly—=,—2--2 .=0, 2.5.52
[ dt gt2 dt (2:5.52)

Luand %: p si y ca variabif independert oktinem o ecuge avand ordinul

redus cu o unitate.

Exemplu
Pentru a studia inconvoierea uneigplsuliiri, circulare de raz R, incastrate pe

contursi Supud unei sarcini concentrate in centrul ei, se u@Ze=cuaia difereniala
xZM + xﬂ y=kx, xO(O,R],
dx? dx

undek este o constaint
Modelul matematiceste reprezentat de o etieadifereniala ordina# lineag si

neomoged, de ordinul Il. Este chiar o eaim de tip Euler. Pentru a rezolva egaa

omogei asociai facem schimbarea de variabk = €', procedand la fel ca mai sus; de

altfel, acesta est@ modul de rezolvare al ectigi Euler (vezi paragraful 2.6).

Obtinem
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: C
care are solia y = —* +C,x, undeC,;, C, sunt constante reale.
X

Alta metodi de rezolvare a ectiai omogene este utilizarea subsigu u :X,

X

care permite reducerea ordinului cu o unitatetir@n xu''+3u'=0. Notand u'= p,
obtinem ecuga difereniala de ordinal intai cu variabile separabig+3p = 0. Rezula

IO=R31, u=%+Cz, y—C1+Cx
X X

K, .
undeD,, C, :—71 si C, sunt constante reale.

Soluia general a ecuéiei neomogene se éfutilizand metoda varigei constantelosi

este

y:(—zx2 +C1j;+(_|nX+C2JX- (2.5.53)

2.6. ECUATII REDUCTIBILE LA EDO CU COEFICIEN TI
CONSTANT!

Dac, prin intermediul unei schinib de variabii sau funge, regim s
transfornim o ecuée difereniala ordinag intr-una lineat si cu coeficieti constan,
atunci, prin transformarea invérgutem exprima sotia ecuaei date pornind de la cea

a ecugei transformate, pe cargtim si o rezoham. Vom da cateva exemple

edificatoare.

1. Fie ecuda

Ly= (1 )——x—z(/+n y=0. (2.6.1)

Sa efectdim schimbarea de variabil
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X =cost. (2.6.2)
Reconstituim ecu&:
x N2 y=y x N2
x (- x) ﬂ_ﬂdl__ 1 d x (- cogt)

dx dt dx sint dt

2 2
><(1—x2) dy__ 1 g(_ 1 g):_costy+ 1 dy

: : x sin’t
dx? sint dt\ sint dt sint dt  sin®t dt?

d? y cod dy cost dy

L 0}
y= dt2 sint dt sint dt ny=
si rezulta
d2y
< +n2y=0. (2.6.3)

Aceasta este o edim diferenial ordinaé lineai si omoger, cu coeficief
constafi. Conform celor aitate anterior (vezi aplicaia despre oscilatorul armonic de

la paragraful 2.4), un sistem fundamental detsaate

y; =cosnt, Yy, =sinnt, (2.6.4)
sau, revenind la variabiba
y; = cosn(arccox), y, =sinn(arccox). (2.6.5)
Daci n=1, atunci y; =codarccox)=x. Pornind de la aceasbbservde, se
demonstreaizca pentrun impar, y; este polinom de gradalin x.
Aceste polinoame supblinoamele Celzev.

2. Fieecuaia Bessel mult folosii n aplicaii ingineresti:

X2y + xy +(X Y )y 0. (2.6.6)
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Este o ecuse linean, de ordinul Il, cu coefician variabili. Soluia sa se cait

sub fornd de seriesi are drept rezultat introduceréancriilor Besse| care depind de

- : . 1
indicelev. S scriem ecui@a Bessel pentry ==

2.6.7
Lysxzy"+xy’+(x2—%rjy20. ( )

Aplicam acestei ecuig schimbarea de funge

y= z (2.6.8)
Nk
Reconstituim ecu (2.6.7):
_1
y=Xx 2z ( ) 1)
x| xc ==
1 3 4
-— 1 —_—
y=x 27Z-=x 2z X X
2
1 3 g8 2
y' =X 22"—2[—%x 22’+ZX 27 XX

3 1 1 3 1

Py " Py ) ! ) 1 1
Ly=x2Z7"+| x2 -x2 |Z + XZ—ZX Z—EX

15t
2+=x 2|z=0,
4

de unde deducem penta ecuaia difereniala lineat si omogerd, cu coeficief
constar,

2"+2=0. (2.6.9)
Soluia general a acestei ectiaeste

Z=C COSX + CySiNX; (2.6.10)
revenind lay prin (2.6.8), obinem
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_ C;COSX + C,SinX (2.6.11)

T ,

. - N 1
care estsolwia generali a ecuaiei Bessel pentru indicel® ZE'

3. ECUATIA EULER. Fie ecusia difereniala ordina#é linea#i, de ordinuln, cu
coeficieni variabili:

1,/(n-1) (2.6.12)

y( +..+a,1% +a,y=0.
Aceasta estecuaia Euler; obserdm ci derivatele de ordinuk ale luiy sunt

aoXn y(n) + alXn—

tnmultite cu puteri de acefeordin ale luix. Ti vom aplica schimbarea de variabil

x=¢e. (2.6.13)
Pentru o mai bunhintelegere, vom face acest calcul pentru cazal3; cazuln

arbitrar se trateazabsolut analog.

Fie deci EDO
apx3y" + agx2y" + a,xy' +agy =0. (2.6.14)
Avem
dy _dy dt_ dy |d_ cd] (2.6.15)
dx dt dx dt dx dt

Reconstituim ecua, notand clE operatorul identitateKy = y):

Xag y=y a3
X a,X YtV aye'
d>§ dt
X agX* M:e"tg(e"tﬂj:e_Ztg(g—E)y ae?
dx? dt dt dt \ dt
3
3| d’y_ _d —2td(dy ) _ -3 d(d j(d j 3t
XaX™ | —=e —|e T —| —-— —e " —|——-E|—-2E e
3% a3 dt{ dild dt \ it dt Y%
d(d d d(d d
Ly=ay—| —-E| —--2E|ly+aqy—| -—E|lyta,—y+azy=0.
y aodt(dt j(dt )y 1dt(dt jy 247 oY
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Rezult EDO lineat, cu coeficien constam

d(d d d(d d
Ly=an—| 2 -E| 2 -2E|ly+a—~| L -Ely+a,—y+ay=0. 6.
y %diﬁt Jtn jy %m(m jyzhmy %Yy (2.6.16)

Dupa cum am aitat in paragraful 2.4,aatam soldii de forma

y=e'. (2.6.17)

Ecuaia caracteristi€ asociai este

agr (r —1)(r = 2) + ayr (r —1)+a,r + a3 =0. (2.6.18)

Dupa ce o rezolim, gasim un sistem fundamental de 0l scriem soltia
general a EDO (2.6.16).

Observaie. Combinand schimbarea de varialiu forma exponarala (2.6.17),

constaim ca

r

yzert ¢ In x :elnx =x (2.6.19)

Deci in aplicdi este mai simpluacautam direct solti de forma

y=x". (2.6.20)
Exemplu S se determine sofia general a ecugei

x%y" +3x/' +5y=0. (2.6.21)

Solutie. Este o ecu# de tip Eulesi deci cutam direct soltii de forma (2.6.20).
Avem

x5 y:)(r
x3x |y =rx"t

2.6.22
xx2 | y"=r(r —1)x" 2 ( )

Ly =[r(r -1)+3r +5|x" =0,
deci ecuda caracteristig este
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r2+2r+5:0, (2623)
si are adacinile r;, =-1+2i. Soluiile corespunatoare vor fi

yp=x Ay, =x (2.6.24)
Pentru admane in cadrul real, folosim formulele lui Euleat®n scrie

_ 1e2i e2i|nx — 420 e—2i In x
Y1=X T Yo=Y =X - (2.6.29)

astfel incat, luand partea ré@al imagina# a lui y;, oktinem sistemul fundamental real

lew’ Yzzw; (2626)

soluia general a ecug@ei Euler (2.6.21) este

y(x)= ¢, coq2Inx) + ¢, sin(2In x) |

N (2.6.27)

2.7. APLICATII IN MECANIC A, FIZIC A SI INGINERIE

Aplicatia 2.7.1. Oscilaii liniare (D. Cominescu, I. Cgu)

Problema fizigi. Consideim un corp material supus unei t®ide tip elastid-e.
Vom privi corpul ca un punct material cu masa cangtm. Pe baza cunoscutei legi a
lui Hooke fota elastid este direct prop@gonak cu vectorul de mgcare X. Modelul

matematic al mgcarilor provine din legea a ll-a a lui Newton.

In aplicaiile practice intervirsi alte fote asupra punctului material. Atunci cand
acesta se ma printr-un mediu rezistent semnificatiestesi forta de frecare, pe care

noi 0 vom considera direct proponalk cu viteza punctului material, mai exact

= =—,uD7. Constanta de frecare este strict pozitiv din considerente fizice. Dac
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punctul material se dflin veciritatea supratei Pamantului atunci trebuieastinem

seamasi de greutatea punctului material. O siteaoarte generaleste aceea in care

punctul material se difki Tntr-un camp exterior variabif:(t) :

In cele ce urmeazstudiem mai multe sitgia in care fota rezultant cuprinde
intotdeauna faa elastid.

in aceast aplicaie ne vom ocupa cu studiul goérilor rectilinii ale punctului

material. NoAim cux componenta ngcarii pe dreapta aleas

1.  Oscilatii libere
in aceast seciune consideim ci forta elastié este singura foi ce ationeaz

asupra punctului materidModelul matematical miscarilor liniare este:

m k= — kX,
undek este o constaitstrict pozitia numiti constanta elastic Ecuaia difereniala

poate fi scris sub forma

mDx+ k=0, (2.7.1)
care esteo ecudie difereniala de ordinul2, liniara si omogew (vezi §2.4). Ecuga
caracteristig asociai este

mAZ+ k=0,
- . ok |k .
Radicinile acesteia sund, , = =i " In fizica expresia m Se noteaz cu wsi

este numit frecvenla unghiulae a oscilaiei sau pe scurfrecvena. Soluia genera a

ecuaiei difereniale este

X(t) = ¢ coswt)+ ¢, sinwlt’
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unde ¢, si ¢, sunt constante reale arbitrare. Aceste constaottdi pinic determinate
cunoscand poga initiala x, si viteza intiala v,. Miscarea determinatde aceste
condiii initiale este solia unic a urnatoarei probleme Cauchy:

X+ k=0

X(0) = %, _ (2.7.2)

X(0) = v,

Aceasti soluie are expresia

mo=4amwmﬁ%¥3m@n;

0,5+

Figura 2.7.1. Oscildi libere
Analizand expresia rggarii punctului material se obserurmatoarele proprié:

» miscarea este #anginita iar maximul fundei de mgcare se nunyte

2
v,
. - . . . . 2
amplitudinea oscilgei si are valoarea|% * 7 ;
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. _ _ 2T
> miscarea este periodicle perioad T =;.

In Figura 2.7.1. este prezertat simulare numerig facuti cu programul MAPLE

11, a mgcarii punctului material.

2. Oscilatii amortizate
Punctul material este gmonat de fota elastid si o forta de frecare cu un mediu

rezistentModelul matematical miscarilor liniare este:

m[.1;<: - ka—,uD.x.

Ecuaia difereniala poate fi scris sub forma

MO+ ek KOx= 0, (2.7.3)
care este @cuaie difereniala de ordinul2, liniara si omoge. Ecuaia caracteristit
asocial este

mAA*+uA+k=0
si are adacinile
3 =—,u+\/m P (F = 40mik
' 2 Lo 20 '

Deosebhim trei cazuri:

0] (> —40nk>0. in acest cazd, si A, sunt valori reale strict negative.
Soluia general a ecuéei difereniale este
X(t) = G exp(, 1)+ ¢, exp@, (1.
Obsendm ci toate soltiile tind spre 0 candl — % . Figura 2.7.2 preziito
simulare a msicarii.

(i) % —40nk=0. In acest caz solia general a ecuéei difereniale este
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_ 245
X(t) = (¢ + ¢, i) [exp(-——
O =(a+cMExpto-).
Si in acest caz toate saile tind spre 0 cand — .

0,44

0.3 1

Figura 2.7.2. Oscildi amortizate. Cazulu® —4k> 0

0.1+

-0,1 4

-0.2 4

-03 4

Figura 2. 7.3. Oscildai amortizate. Cazuj* —40[k=0
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(i) 4#°—40nk<O0. In acest cazd, si A, sunt complex conjugate. Sghu

general a ecugei diferertiale este
Ki :
X(0) = exp(-2 )G [Losa 1 ) ¢, Osingy 1)

-4 + 40K

unde am notat priny = >

.Toate soltiile tind spre 0 cand — .

0,34
0.2+
x

0.1+

D T T

-0,1

-0.2 4

-0.3

-0.4 4

-0,5 4
Figura 2.7. 4. Oscilai amortizate. Cazul® —40n[k< 0

3.  Oscilatii for tate neamortizate

in situaia de faa, asupra punctului material ganeaz forta elastia si un camp

exterior variabil F (t) . Presupunemicacest cAmp este dirijat de-a lungul dreptei pe car

se mica punctul materialsi notim cu F(t) componenta corespuitaare. Modelul

matematical migcarilor liniare este:

mE.r;<=—kEIx+ HY.

Ecuaia difereniala poate fi scrig sub forma
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mix+ kx= H ), (2.7.4)
care este o ectia difereniala de ordinul 2, liniat si neomogea. Vom studia aceast
ecuaie in cateva sitya importante din punct de vedere practic. Vom ppsie é la

momentul iniial punctul material este Tn repagisin echilibru ceea ce din punct de

vedere matematic inseaimr(0) =0, ;<(O): Q.

3.1. F(t) =m[ constant

Aceast situgie corespunde cazului in care punctul materialfigesab influema
fortei elasticesi a greuditi provocate de #mant. Constantag este acceleraia
gravitarionala. Problema Cauchy a gairii este

X+ o (K= mg
x(0)=0 ’ (2.7.5)
x(0)=0

unde am utilizat note facuta in paragraful referitor la oscilalibere. Soluia acestei

probleme este

x(t) :%ml— cos)) (2.7.6)

Remardm c punctul material execito miscare narginita si periodic, de

21T
perioad T =—.
w

3.2. F(t) =all cuaconstant

Aceast situaie poate fi intalnit atunci cand aproxiam campul exterior de far
prin partea sa linidar Problema Cauchy a gairii este
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x+af k=21t
m
x(0)=0 _ (2.7.7)
x(0)=0
Soluia acestei probleme este

moza%Emwm—gmwu»_ (2.7.8)

Se obser¥ ca oscilgia este nefrginita.
3.3. F(t) =aléxp(a ), cuasi a constante

Miscarii 1i corespunde problema Cauchy

X+ o D<=%@xp(—a (1)
x(0)=0 . (2.7.9)
x(0)=0

Este o ecuge difereniala ordina& de ordinul Il, cu coeficign constan, linea

si omogen. Soluia acestei probleme este

X(0)=— Hexp(-a 1)~ cost )+ (ising(1 ), (2.7.10)

_a
Qo +a®)

3.4. Cazul de rezonati F(t) =altoswl ), cua constanti

In acest caz frecvem campului exteriolF (t) coincide cu frecvaa unghiulak a

oscilaiei (a se vedea sggnea de oscild libere). Miscarea este modefatle problema

Cauchy

%mf&:%mmwm)
x(0)=0 . (2.7.11)

x(0)=0
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Ecuaia difereniala este de ordinul II, linearsi neomogen, cu coeficien

constam. Soluia acestei probleme este

a
2 [mLdv

in figura 2.7.5 este prezentad simulare numerica micarii punctului material

x(t) =

[ [Sin(w(l). (2.7.12)

din care se obsefwa amplitudinea oscilgei creste, micarea fiind nerdirginita. Acest

fenomen este responsabil pentru numeroase catatttufice.

—10 4

Figura 2.7. 5. Oscilai forrate, neamortizate cu rezornédn

3.5.Cazul de non-rezonati F(t) =altosE 1), cua,o constantesi o # w
In acest caz frecvem o >0 campului exteriorF(t) nu coincide cu frecvea

unghiulad a oscilaiei w. Modelul micarii este reprezentat de problema Cauchy

%mf&:%@%@D)
x(0)=0 (2.7.13)

x(0)=0

aseninator cazurilor precedente.
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0,5 /\
0 | P ; . (\| ,
] n a
] T
-0,5 1

Figura 2.7.6. Oscilai forsate, neamortizate, cazul de non-rezgdan

—_

Soluia acestei probleme este

X(t) —mm cos@(i )+ cos@ (). (2.7.14)

Obsendm ci miscarea punctului material esteamginita si este suma a déu
functii periodice de perioade diferite. In figura 2. 2€e prezentato simulare numeric

a mgcarii punctului material.

Aplicatia 2.7.2. Mgcarea pendulului simplu G. Cosovici, S. Coga)
Pendulul simplu este un punct material cu nrasauspendat de o artictila fixa
O prin intermediul unui fir inextensibii fara greutate avand lungimeégfigura 2.7.7).

La momentult =0, pendulul se afl intr-o configuraie de repaus, in care firul formeéaz
cu verticala unghiub, > 0. Din aceast poztie, el estedsat & se mite liber. In afai de

greutatea proprie, asupra punctului materigioaeaz tensiunea din fir (vom neglija
franarea exercitatde aerul atmosferic). Aceste ferdefinesc planul traiectoriei parcurse
de pendul.
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Yx
Figura 2.7.7. Modelul mecanic al unui pendul simpl

Model matematic Daci se utilizeaz un sistem de coordonate polare centrat in
articulagia O (figura 2.7.7), micarea punctului material poate fi des&r1 ajutorul

functiei

=6(t), t=0, (2.7.15)
care defingte unghiul curent format de fir cu verticala (p& parcursul disctiei care
urmeas, vom considerazunghiul 6 este risurat in radiani). In raport cu acest reper,
singurele deplasi ale pendulului au loc pe dirge circumferegiala, direaie in lungul
careia atcioneaz o componerita greuitii neechilibras de tensiunea din fir. Obseria
de mai sus ne permité scriem urritoarea expresie a celui de al doilea principiu al

dinamicii (figura 2.7.7):

m/¢8+ mgsiné = 0. (2.7.16)
In egalitatea (2.7.16)y este acceleta gravitaionak. Dupa simplificarea cum,
(2.7.16) devine
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¢@+gsind=0. (2.7.17)

Datorita neliniarititii, ecuaia difereniala (2.7.17) nu poate fi rezolatnalitic.

Totusi, pentru unghiurig mici (maximum 0,087266 rad = 5°), dezvoltareadnes

5
sin6’:9—§+%—... (2.7.18)

ne permite $opelm cu aproximarea
sind=a4. (2.7.19)
Cu ajutorul acesteia, eatmdifereniala (2.7.17) se rescrie sub forma liniarizat

é+%0:o. (2.7.20)

Solurie. Ecuaia (2.7.20) este o ectia difereniala linea# si omoger, de ordinul

Il, cu coeficieni constami. Soluia sa generalare expresia (vezi §2.4)

H(t):Aco{t\/%ﬂboJ, t= 0, (2.7.21)

in care A>0 si @, sunt constante. Valorile lor se determimpunand condiile
initiale
6(0)=¢6,, 6(0)=0. (2.7.22)
Particularizarea funiei 6=06(t), definiti sub forma (2.7.21) pentru cele dou

constrangeri de mai sus, conduce la sistemul daiecu

Acosg, =6,, -9/l Asing,= 0 (2.7.23)

Prin rezolvarea acestuia sgiok

A=6, ¢,=0. (2.7.24)
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Dupi Tnlocuirea expresiilor (2.7.24) ale constantefosi @,, formula (2.7.21)

devine

6(t) =6, cos{tJg/! ), t= 0 (2.7.25)

Interpretare fiziai. Se observ ca soluia (2.7.25) descrie 0 evala periodié a
unghiului @=6(t). Valorile extreme pe care le ia fuiec&=06(t) sunt+6,. Timpul

care separ doui treceri succesive printr-un maximum (sau minimuse) numete
perioad si este calculabil cu formula

T=2m(/g. (2.7.26)
Dupa cum se poate remarcheste o constait Oscildiile pendulului sunt gadar
izocrone. Aceadt concluzie este tofu valabili numai in ipoteza osciidor de

amplitudine foarte mic

Aplicatia 2.7.3. Mcarea pendulului simplu in prezena franarii exercitate de
aerul atmosferic (G. Cosovici, S. Coga)

Vom relua exemplul precedentnand contsi de rezisteta aerului atmosferic.
Admitem @& franarea este propmnali cu viteza punctului material. De asemenea,
adoptim ipoteza micilor oscikd.

Model matematic in atare condii, principiul al doilea al dinamicii se scrie sub

forma

m/6+ b+ mghd =0, (2.7.27)
unde b >0 este rezistea aerului (presupésconstant). Pentru comoditatea calculelor,

este convenahildefinireacoeficientului de franare

=P 2.7.28
2m/ (2.7.28)

Cu ajutorul acestei @nimi, ecuaia difereniala (2.7.27) devine
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9+2y9+%0:0. (2.7.29)

Solwie. Ecuaia de ordinul Il (2.7.29) este lingasi omoger, cu coeficiefi

constafi. Soluia sa generalare expresia (vezi §2.4)

o(t)=Ae" + Ad*, ©0, (2.7.30)
unde A si A rezuléi din condiile (2.7.22), iar A si A, sunt soltii ale ecudgei
caracteristice

A2 +2yA+g/r =0, (2.7.31)
deci
A=-y=V’ =9/t, A, =-y+y*-g/t. (2.7.32)
Pendulul va efectua o gaiare periodig numai atunci cand
y<.a/t. (2.7.33)
Pentru acest caz, salle (2.7.32) se pot rescrie sub forma
A=-y-iw, A, =-y+iw, (2.7.34)
unde
w= %—yz. (2.7.35)

Soluia general devine atunci

o(t)=e"(Ae“ + A¥'), ®O. (2.7.36)
Intrucat putem &si oricand dodi constanteA si ¢, care § garanteze satisfacerea
egaligtilor
Azge—i%, Azzgé‘%, (2.7.37)
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relaia (2.7.36) admite rescrierea sub forma echivalent

6(t) = Ae” coq wt+g,), t=0 (2.7.38)
Aplicand constrangerile (2.7.22) soki generale (2.7.38), deducem sistemul de
ecuaii
Acosg, =6,, —yAco®p,—wA sig,= ( (2.7.39)

Prin rezolvarea acestuiatoiem

A= Go/cos( arcthJ , P =— arctéi[ (2.7.40)
w w

Dupa inlocuirea expresiilor (2.7.40) ale constantefori ¢, formula (2.7.38)

devine

o(t)=6,e" cos(wt— arctgg)j/ co% arctéj 1> (2.7.41)

sau, dag aplicam propriettile fundiilor trigonometrice,

g(t) =6, (cosa)t+zy)sim)tJ , 120 (2.7.42)

Interpretare fiziai. Soldia (2.7.42) ne aratca amplitudinea oscilélor scade

exponemal Tn timp. Perioada rptarii este intervalul de timp care sepafou treceri
succesive printr-un extrem de acel#p si se determia impunand condiia é(t) =0.Cu
ajutorul lui (2.7.42), aceastondiie se expliciteazsub formasinat = 0. Rezulti astfel

expresia perioadei osciidor amortizate (vezgi 8§ 2.4)

277 27T
(2.7.43)
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Obserndm c formula de mai sus se reduce la cazul (2.7.25)rpen=0. Este

interesant de sesizat,dn ciuda amplitudinii descrezoare, micile oscilgi continua si

fie izocrone.

Aplicatia 2.7.4. Configurgia de echilibru a unui fir perfect flexibil solicitat
concomitent de greutatea propriesi de o pretensionare orizontai (G. Cosovici, S.
Consga)

Problema fizia. Consideim cazul unui fir solicitat de propria greutatele fota
orizontah H=1000N (figura 2.7.8). Firul are urftoarele caracteristici: lungimea
¢=60 m, aria seiunii transversalea=10° nv, respectiv greutatea ufitii de lungime
q=0,8 N/m.

Pentru a ne face o imagine asupra dimensiunilafusgictransversale, admitem

ca aceasta ar fi circulade diametrul. Folosind datele de mai sustiolem prin calcul

5
d= /ﬁ‘: /4ﬂ0 =3,6[10° m. (2.7.44)
T T

deci un raport lungime — diametru

I 60
riy T =16,67110 (2.7.45)

Aceast din urmi valoare evideginza faptul & firul este foarte sube. In
asemenea circumstan poate fi adoptatipoteza flexibilititii perfecte, admand & firul
este capabilaspreia doar solicitri de intindere, &ra s posede rezistei la incovoiere

sau forfecare.

\)

y

Figura 2.7.8. Fir solicitat concomitent de greutatgropriesi de o pretensionare orizontal
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O a doua ipoteza modelului pe care 1l vom prezenta mai jos pfigtestificata
evaluand raportul dintre f@ de pretensionagegreutatea intregului fir:
H _ 1000
g/ 0,860
Valoarea obnuta ne determiai s admitem & varigiile tensiunilor din fir cauzate

~20,83 (2.7.46)

de greutatea proprie sunt neglijabile in compareu efectul pretensiani prin forta H.

-

Coroborand aceastsimplificare cu ipoteza flexibilitii perfecte, concluzioim ci
eforturile de tragune T au aproximativ acegacomponert orizontai H pe toai

lungimear (figura 2.7.9).

Model matematic Pentru a descrie deformarea firului vom utiliza sistem de
coordonate carteziene argi origine O este amplasatla captul din stanga al firului,
axele x si y fiind orientate ga cum se vede in figura 2.7.8. Valoarea foarte ¥edu
greutitii proprii in comparge cu fota de pretensionare ne detering adopim ipoteza
deformaiilor mici, admiand @ segiunile transversale ale firului se deplaseaamai pe
axa y si distorsiunile lor sunt neglijabile. In aceste daii, deplagrile verticale ale
particulelor aflate inial pe axaOx pot fi considerate reprezentative pentru toate
celelalte particule din seanile transversale corespondente. Altfel spuijeata

verticah f este funge numai de coordonasa

f=f(x), xO[0,.]. (2.7.47)
Determinarea configut@i de echilibru a firului se reduce la &sg fundia
f=f (X) Problema se rezalimpunand condia ca suma componentelor verticale ale

fortelor care agoneaz asupra unui element liniar de fi 8e zero (figura 3):

qdx+ Htg(a + da)-H tgr = 0. (2.7.48)
Trebuie observat faptuidangenta unghiulur este derivata luif n raport cu
variabilax
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df ix(f”'d(): f+f" & (2.7.49)

d
=_ =1 =—(f f)=
tga=——=1" tg(a + da) dx( + df) g

Prin Tnlocuirea expresiilor (2.7.49) ale tangent@hoegalitatea (2.7.48) setote

qdx+ H( f'+ f"dx)- H f'=0, (2.7.50)

sau, dup eliminarea parantezgi simplificarea cuH dx,
fr+d=p. (2.7.51)
H

Solurie. Ecuaia (2.7.51) este o ecti@ difereniala linead si neomoge#n, de

ordinul al doilea.

Soluia sa generalse oline prin integrare diregtde doud ori si are expresia

f(x):—%xz FOX+Cy, €000, (2.7.52)

Relgia (2.7.52) definge o familie de parabole parametrizde constantel€,; si
c,. Pentru obinerea unei solii unic determinate, ectia (2.7.51) trebuie cuplatcu
doui condiii suplimentare. In cazul firului, respectivele dii impun anularea
saggtilor la capete (figura 2.7.9):
f(0)=f(¢)=0. (2.7.53)
Aplicand constrangerile de mai sus s@ugenerale (2.7.52), deducem sistemul
de ecudi algebrice liniare
c, =0, —%zz +cl+c=0. (2.7.54)
Prin rezolvarea acestuiatoiem

=3 ¢ =o. (2.7.55)
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Dupa inlocuirea expresiilor (2.7.55) ale constanteleiriegrare, formula (2.7.52)

devine
f(x):ix(f—x), x0[0,/]. (2.7.56)
2H
q
0 oy .
f T
! f +df
H
H
« 1B dx Va+da T+dT
y
Y

Figura 2.7.9. Element de fir deformat sulgianea propriei greulsi si a unei pretensiadri orizontale
Aceasta este ectia uneiparabole simetria fata de dreapta verticalx=1//2.
Potrivit relgiei (2.7.56), 8geata maxirih corespunde abscis&i=//2=60/2= 30 msi

are valoarea

(\_ q ¢, ¢)_q*_0,8060 _

flz|=——=| t-—|=——=—"=—-=0,36 7
(ZJ 2H 2( 2) g 81000 (2.7.57)
Aplicatia 2.7.5. Incovoierea grinzilor drepte. Ecugia fibrei medii deformate

(G. Cosovici, S. Cora)

Problema fizié. Vom determina configutia de echilibru a unei grinzi drepte
solicitate la Tncovoiere par (figura 2.7.10). Problema va fi rezolgaadmiand
urmatoarele ipoteze:

» Grinda are semnea transversakonstart pe toai lungimea sa.
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» Centrele de greutate ale ganilor transversale sunt repartizate pe o drieeate
coincide cu axadx a sistemului de coordonate (origineafiind la cagtul din
stanga al grinzii).

» Seciunea transversaleste simetrit atat faa de axaOy (direaia verticah pe
schta din figura 2.7.10), caf fata de axaOz (perpendiculara pe planul figurii
2.7.10).

» Dimensiunile se@unii transversale sunt mici in compaeacu lungimea grinzii.

* Momentul incovoietomm este constant pe t@aaungimea grinziisi are dire¢ia
axeiOz

» Materialul grinzii are o comportare liniar elagtiescrid de legea lui Hooke.

* Deformaiile de ansamblu ale grinzii sunt mici (altfel spudeplasrile
particulelor sale au valori foarte reduse in coragar cu dimensiunile
caracteristice ale sggnii transversale).

« In configuraia de echilibru a grinzii incovoiate, semile transversale ifial
planesi perpendiculare pe axax raman planei devin perpendiculare pe curba
definita de noile pozii ale centrelor de greutate siemale (postulatul lui
Bernoulli).

M ‘\M

0 / X

VA
Figura 2.7.10. Grind solicitatz la Tncovoiere pu¥

Model matematic Vom efectua analiza deformiitor de incovoiere procedand la
separarea imaginara unui element infinitezimal de grind(figura 2.7.11). Acest
element este delimitat in configtiga initiala prin sedunile transversaleaB si CD,

avand absciselex, respectiv x+dx. Aplicarea momentuluiM determid curbarea
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grinzii. Altfel spus, segmentelacC si BD Tsi pierd rectiliniaritatea, transformandu-se in
n N
arcele AC' respectivB'D’. Axa centrelor de greutate ale gewgilor transversale
urmea aceeg evoluie, curbandu-se la randuis
Totusi, potrivit postulatului lui Bernoulli, noile sani (ﬁ si C'D') Tsi
conserd planeitatea, fiind de asemenea perpendicularegog finie a centrelor de
greutate sgmnale. In aceste conij se poate considerai dibrele se curbeazluand

forma unor arce de cerc concentrice. Defarsn@e ansamblu a grinzii fiind n#c

sec¢iunile transversalesii vor conserva simetria. Drept conseagjnlinia centrelor de

greutate R_S in figura 2.7.11)si va pastra caracterul de fibrmedie, iar lungimea sa nu

va suferi modifidri;

dx=RS=R'S = pdo. (2.7.58)

In relaia (2.7.58) au fost introduse uitoarele notgi: p- raza de curbdra

n
fibrei medii R'S"; d¢- unghiul la centru subintins de fibrele longitudeaale

elementului de grinddeformat.

Fie mn o fibra longitudinak a elementului de griradin configuraie rectilinie

(pozitionati fata de RS prin ordonatay — figura 2.7.11). Dupaplicarea momentuliM,
— n ~ . - - - A
segmentulmn se transforda in arcul de ceran'n’. Intrucat segunile grinzii nu i
N
schimla dimensiunile, se poate considetaraza luim'n' este p+y. Lungimea arcului
n -
m'n’ este deci
n
mn' = (p + y)dq) . (2.7.59)

Cu ajutorul lui (2.7.58}i (2.7.59), deformga fibrei mn=d x se va explicita dup

cum urmeax
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Al

c-mn' -mn_(p+y)do-pdd _y (2.7.60)
mn pdo p
X _ dx
A C

\J

Yy

Figura 2.7.11. Deform@a unui element infinitezimal de griadolicitat la Tncovoiere pur
Tn stadiul imediat urrtor, legea lui Hooke,

o=-Ee¢ (2.7.61)
(E — modulul de elasticitate) permite evaluarea temkr longitudinale datorate
Tncovoierii:

o=-—2[ (2.7.62)
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Inlocuind expresia (2.7.62) a léi In condiia de echilibru mecanic sciigentru

momente

M::Laydz, (2.7.63)
(X — domeniul plan reprezentat dets@ea transversak grinzii), vom okine

p=EIl /M, (2.7.64)

unde

|, = L y?dZ = const (2.7.65)

este momentul de inge secional raportat la ax@z
Atéat timp cat deformgle grinzii sunt mici, deplagile particulelor aflate pe fibra
medie au 0 componenbrizontali neglijabik. In asemenea conilj raza de curbur p

depinde numai deiggtile verticale ale acestor particule. Fie

f=f(x), x0[0,], (2.7.66)
functia care definge fibra medie in configutea deformai. Daca se tine cont de
orientarea sistemului de coordonate din figuraadarde curbdr p este exprimakil sub

forma

3/2
p:-@+001 /ﬂ. (2.7.67)
Ipoteza micilor deform@ impune ca rotgile segiunilor transversaleasfie foarte

reduse. Acest fapt permite neglijarea termen(Jfl'J)2 n (2.7.67), conducand la expresia

aproximatii

p=-1f". (2.7.68)
Prin Tnlocuirea luip definit de (2.7.68) in (2.7.64), them ecuaa difereniala a

fibrei medii:
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fr+_— =0, (2.7.69)

Solurie. Soluia general a lui (2.7.69) rezudt prin dou integiri succesive in
raport cu variabil:
M >
f(x):—Ex +ex+cy,,  x0O[0l], ¢,c,00. (2.7.70)
z
Relgia (2.7.70) definge oparabol: parametrizat de constantel€, si c,. Pentru

determinarea acestora, egaa(2.7.69) trebuie cuplatcu dod condtii care impun

anularea &eilor de capt:

f(0)=f(¢)=0. (2.7.71)
Aplicand constrangerile (2.7.71) soki generale (2.7.70), deducem sistemul de
ecuaii
M
c, =0, —Ef +cl+c,=0. (2.7.72)

Prin rezolvarea acestuia setiob

M/
G=g c,=0. (2.7.73)

Dupa Tnlocuirea expresiilor (2.7.73) ale constantelernmtegrarec, si c,, formula

(2.7.70) devine

f(x):%x(f— x), x0[0,7]. (2.7.74)

z

Aceast ultima relaie defingte soluia particulaii a ecudei diferertiale (2.7.69)
care verifié si condtiile la limita (2.7.71). Formula de mai sus descrie o pagabol
simetrica fata de dreapta verticalx=1/2. De fapt, potrivit relaei (2.7.74), 8geata

maxima corespunde tocmai punctului de ab%ois=1/2 si are expresia
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0 M2
f(Ej:4E| [ (2.7.75)

Aplicatia 2.7.6. Flambajul elastic al unei grinzi articulde la capetesi supuse
unei solicitari axiale (G. Cosovici, S. Coxa)

Problema fizig. In anumite condii de solicitare, unele sisteme mecanice pot
avea mai multe configutiade echilibru. Figura 2.7.12 ilustreaaceast posibilitate
pentru cazul unei grinzi articulate la capgitsupuse unei soliciti axiale F. Atat timp

cat nivelul fotei F nu degseste un nivel criticF,,, grinda Emane dreagtpreluand
incarcarea in regim de compresiune Ppuhtunci candF atinge valoared-,, oricare

din cele doa configuraii de echilibru reprezentate in figura 6 devineipibs Teoretic,
orice perturbge este Tn risua si determine trecerea brusa grinzii la forma
curbilinie. Acest fenomen se nugheflambaj Este yor de remarcat faptulacin noua
configuraie de echilibru, Tn@rcarea va fi preluétatat in regim de compresiune, gat
prin incovoiere. Dac grinda este capabilsi revini la forma intiala dup eliminarea
fortei F, flambajul se numge elastic In practi@, pot fi intalnitesi situaii de flambaj

ireversibil, atunci cand solicitile din material defzesc limita de curgere.

X
0] [ T F X
S _—Z
f(X) '
yy

Figura 2.7.12. Flambajul elastic al unei grinzi entlate la capetgi supuse unei soliciti axiale
in ceea ce urmeazor fi stabilite condiile de trecere a grinzii din figura 2.7.12

de la configurga dreapi la configuraia curbilinie, admiand & flambajul este de tip

elastic. Dup cum s-a megonat anterior, in configutia sa curbilinie, grinda preia
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incircarea axid F, atat in regim de compresiune, géin regim de incovoiere. Plecand
de la aceastobservae, flambajul va fi analizat scriind eaigfibrei medii deformatei

cautand condiile in care ea admite mai multe sgilu

Model matematic Conside¥m o se@une transversaloarecare a grinzii cage-a
pierdut forma rectilinie. Aceassegiune este poabnat prin abscisx (figura 2.7.12).
In condiii de flambaj, ggeataf a fibrei medii defingte un bra al fortei axialeF.

Rezult astfel un moment incovoietor
M = fF. (2.7.76)
Printr-o metod perfect similak celei de la apliaga precederit se poate deduce
urmatoarea ecuge difereniala care defingte configuraa de flambaj a fibrei medii:

f"+—1f=0. (2.7.77)

Pentru comoditatea calculelor, este conveaaltsfinirea parametrului

F
= |
@=\Er (2.7.78)

Cu ajutorul acestei &nimi, (2.7.77) se va rescrie sub forma
f"+af f =0. (2.7.79)

Solurie. Ecuaia (2.7.79) este o ectia difereniala ordina& de ordinul Il, lineat

si omogen, cu coeficiefi constafi. Soluia ei general este (vezi 82.4.1)

f (x) = Asinayx+ A cosw,x, >A[ 0¢] (2.7.80)
unde A si A, sunt constante care se determimpunand satisfacerea a darondiii la

limita care reflect blocajul mecanic exercitat de articuila de la capetele grinzii
(figura 2.7.12):

f(0)=0, f(¢)=0. (2.7.81)
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Interpretare fiziai. Aplicand constrangerile (2.7.81) furet (2.7.80), olanem

doud ecuaii Tn necunoscuteley si A,:

A =0, Asinwl+ A cosvf = ( (2.7.82)
sau, echivalent,
Asinag/=0, A=0 (2.7.83)
Flambajul grinzii poate fi descris numai de o sielnetriviah A #0. Pentru ca
sistemul (2.7.83) adevirh compatibil cu aceastconstrangere este necesar qasi
verifice egalitatea
sing/=0, w,# 0 (2.7.84)
Din (2.7.84) rezult condiia
wol =kn, kot (2.7.85)

sau, dagtinem cont de expresia (2.7.85) a parametrahyi

2
Fm:if'a kDot * (2.7.86)

Formula (2.7.86) definge unsir infinit de valori critice ale faei F. Fiecare
dintre aceste nivele ale #rcarii produce un mod de flamba,j.
Sub aspect practic, cea mai imporiargste Tndrcarea minim. Aceasta

corespunde indicelu =1:

_TE

F 2 (2.7.87)

cr,l

= I:cr,min - 42

Analizand reld@a (2.7.87), constam ci valoarea lui F, ., este cu atat mai

redudi cu cat raportull,/ /> este mai mic (altfel spus, cu cat dimensiunilegversale

ale grinzii sunt mai mici in compaia cu lungimea’ ).
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Aplicatia 2.7.7. Starea de tensiuni din tubul cilindric cupereti grosi (G.
Cosovici, S. Coin)
Model matematic Consideim cazul unui tub cilindric rectiliniu de lungime

infinita, a @rui seg¢iune transversaleste un inel circular de raze<r, (figura 2.7.13).

Atat pe interiorul tubului, casi pe exterior agoneaz presiuni (P, — presiunea
interioaf, respectivp, — presiunea exterioay.

Simetria axial a tubului precumnsi a Tnarcarilor recomand utilizarea unui sistem
de coordonate cilindricr,6,z). Axa coordonatez este coliniat cu axa de simetrie a
tubului. Cat privete coordonatele si 9, acestea se dsoa# intr-o segune transversal

(figura 2.7.13). Lungimea infirita tubului, Tmpreul cu simetria axial a geometriei
sale si a Tnarcarilor determiri dependeta deplasrilor, deformaiilor si tensiunilor

exclusiv de raza:

4(r), w=y(r), u=y
g(r), &=6(), ¢-=¢

—o.(1). p=0y(1). 0 =0

ur
£ , (2.7.88)
ar
in egaliitle de mai sus au fost utilizate uttoarele notgi: U,,U,,U, =
componentele campului deplaibor, &,,&,,€, — deformaiile principalesio,,o,,0, -
tensiunile principale, asociate dit@lor radiald, circumferemala, respectiv axidl
Datorita lungimii infinite a tubului, deplasile si deformaiile axiale sunt nule:

u,=0, £,=0. (2.7.89)
in plus, repartia simetrid a indrcarilor determiri anularea deplasi

circumfereniale:

u, = 0. (2.7.90)
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Singura componeadiferitda de zero a campului depiasor este decu, . Aceasta

determird complet deformgile ¢, si &,

E=U, &= (2.7.91)

Admitem & materialul tubului are o comportare elastoescrid de legea lui

Yo
r

Hooke:

E
o emeyitond ]
g, :lel_z/)[v‘sr +(1-v)s&, ], (2.7.92)
o =L(€r +£,),

* (1) (- 2)
n careE este modulul lui Young, iar este coeficientul lui Poisson

// \\
Ve /// *\\\0-9 a
- N r
/ /
/ Vs
;)
/ / // - \
[ | - = v P
[ - b
L b
NN r, P I
NN lo
\ /o
\ /
\\ \\ // /
N S—~_ |l - /
\\ //

Figura 2.7.13. Segwne transversal printr-un tub cu perg grosi solicitat de presiunilep, si p, pe
suprafgele sale interioad, respectiv exterioar

Cu ajutorul reldilor (2.7.91), formulele (2.7.92) devin
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S =R T )
Ur—m_(l V)Ur+|/ r}
g, :—(1+v)|(51— 2] _vu; +(1—|/)%} (2.7.93)

o = Ev J +&j
L) 2)0T )
Obserdm ci, In urma ultimei transforémi, tensiunile au fost exprimate ca
dependere de funda u, =u, (r).

Yi

r arrd9+%(arr dg) o

odr

o,rdg

do ogdr

g
O X

Figura 2.7.14. Schema de solicitare a unui elendentnaterial separat din peretele tubului

Aceasta din uri se determih impunand condia de echilibrare radial a
incarcarilor preluate de un element infinit mic separan gieretele tubului (figura
2.7.14):

o.r d9+3—r(arr d6)d -or d9- v, d sind;’: C (2.7.94)

Folosind in egalitatea de mai sus aproximarea
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sin%r-% (2.7.95)
2 2

si operand o serie de simplifig, obtinem

ro +o, —og, =0. (2.7.96)
Cu ajutorul formulelor (2.7.93), cond de echilibru (2.7.96) devine

u"+%—i:0. (2.7.97)

r r2

Soluie. Ecuaia difereniala (2.7.97) este de tip Euler. Ea are gsalgeneral de
forma (vezi 82.6)

ur(r)=A1r+%, (2.7.98)

in care A, si A, sunt constante. Pentru determinarea acestora meniondiile la

limita

o.(r)=-p, o (r,)=-p, (2.7.99)
(semnul minus ia In considerare efectul de compnesal Tnércirilor aplicate asupra
pereilor tubului — vezi figura 2.7.14). Dace apeleaizla formulele (2.7.933i (2.7.98),

constrangerile de mai sus pot fi explicitate suimi

E A
~(1-w) 2 |=-
a2 T
- : AZ: (2.7.100)
-(1-2)=2|=-p,.
-2) A2 e
Prin rezolvarea sistemului (2.7.100) seimlconstantele
— (1+V)(1_ 2/) plrlz - pzrz2
E 2 —r}
- (2.7.101)
A2 :1+_V ', (pl— pz)
E r2-r? '

2 1
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Dupa inlocuirea expresiilor de mai sus ale Wisi A, in (2.7.98) rezuit soluia

particulag

- 2 _ 2 2 _
ur(r):(lﬂ/)(El ) BL~ Py Hl;v rzf_r?z BeLE,
2 1 2 1

In final, din (2.7.93%i (2.7.102) deducem distrikille radiale ale tensiunilor din

pereii tubului:

(2.7.102)

= S _ ( P~ pz) L,

g,

r 2 _ 2 2(,2 2
rp—r r (I’2 _rl)
2 2 2,2
U AP (pl B pz) nr;
gy = (2.7.103)
2 1 r (rz _rl)
2 2
= Pp,r
o= PE TP 2y (o 10,
r, —I

Interpretare fiziqi. Este interesant de remarcat faptutensiunea axial o, are
aceegi valoare pe toatgrosimea peretelui. In ceea ce pgieecomponentele, si o,

acestea au o distriba variabik pe raz, dar suma lor este de asemenea coristant
Aplicatia 2.7.8 M.V. Soare [])

Problema fizia. Peste un catar@A, de irltime |, este trecut un cablBOC
(figura 2.7.15, a). Prin intinderea cablului seadtce o fofa de compresiune in catarg.
Se cere &se determine valoarea fer critice pentru care aceastapierde stabilitatea

formei.

Model matematic Fie o unghiul de inclinare al cablului tfade orizontal, in
poziia initiala (figura 2.7.15, a). &presupunem & datorit producerii flambajului,
capitul superiorO sufeti o deplasare lategaf. Atunci unghiul de inclinare aipii din
stanga a cablului se reduce cu un unfyhi, in timp ce unghiul de inclinare @rpi din
dreapta crge culAa (figura 2.7.15, b).

Dac N este efortul de intindere in cablu, din coldnitiala de echilibru rezuidt
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P

N=—F—. (2.7.104)
2sina
Ca urmare a deforimi ansamblului, se va dezvolta o fdorizontak
H = N coda -Aa)- N coda +Aa) = 2N sina sinAa;;
cum Aa este foarte mic in compaiecua (sinAa C Aa),
H =2NsinaAa = PAa . (2.7.105)

Daa D este proiega punctuluiO pe dreaptaBO' (O’ este punctul in care ajunge
O prin flambaj), atunci din triunghiuDDQ'’ rezult (figura 2.7.15, c)

OD=BQAa = f sina:

deoareceBO =I/sina, se oline

R (2.7.106)

Figura 2.7.15. a) Schema geomeidriz catarguluisi a cablului; b) deplasarea lateralf; ¢) deplasarea
capitului superior; d) schema stati@ catargului
asa incat
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H= F>Iisin2 a. (2.7.107)
Avem gadar de determinat fi@ critici a unei consol€A, incrcat la cagptul
liber cu foteleP si H (figura 2.7.15, d).
Alegand origineax-ilor la cagitul superior al barei, ajati acesteia, intr-o

segiune curent X, momentul incovoietor se scrie
f .o
M (x) = Pw-Hx=P W= X=-sin® o |. (2.7.108)
Ecuaia difereniala a fibrei medii deformate a barei va fi

d’w _ P( f o, j
—=——|W—X—SIN"a |,
dx? El [

undekEl este rigiditatea la incovoiere, sau

2
27\2/+[32w=[32x|isin2 a, (2.7.109)

Cu notaia uzuak

P

2 _
B = £ (2.7.110)

Solurie. Soluia general a ecuégei lineare de ordinul 1l, cu coeficignconstari
(2.7.109) se scrie (vezi §2.4)

w = Asinpx+ BcosBx+xlisin2a, (2.7.111)
lar rotaia seciunii transversale este dade
2—\/\/:[3Acos(3x—[3Bsin[3x+Iisin2 a. (2.7.112)
X
Condiiile la capete w(0)=0, w()=0, (dw/dx),_, =0 conduc la urritorul

sistem de ecu@linearesi omogene A, Bsi f:
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B=0,

. 2
AsinBl + Bcosl + fsin“a = f, (2.7.113)

BAcosBl —BBsinfl + Iisin2 a =0,

Tinand seamaicB =0, deducem
sinpl  -cofa Al [0
Bcospl I}sinza il 1ol
Acest sistem are salunenule (corespunzand pgei stabile de echilibru) dac

sinfl  -cos’

de =0;
Bcospl I}sin2 a

se obine astfel urmtoarea ecuge caracteristit

tanpl _ _
Bl

ale drei soluii pot fi determinate numai numeric. De exemplunipe a =7/4 se

cot’ o,

ohtine Bl =2.0287¢, deci fota critica este dat de
2
P, = 202876 E—z' = L'z .
1 (1.5483)

Aplicatia 2.7.9. Flambajul barelor. Probleme de mecanica onstructiilor
(M.V.Soare [19,20])

1. Flambajul barei dublu articulate

Problema fizigi. O ba# zvelta este comprimétaxial la capete de dadorte P.

La atingerea unei valori critice a felor (P, ), bara @risete forma rectilinie de

echilibru. Stiind ca bara este dublu articufiata capete, se ceré se determine foa

critica de flambaj (primele dauvalori) si forma fibrei medii deformate a barei.
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Model matematic Pentru rezolvarea problemei, se consideomentul in care
bara a prasit forma rectilinie de echilibrgi a cipatat o fornd curbilinie, foarte
apropiali de poziia initiali. Tn aceast situaie, intr-o setiune curent x, momentul
incovoietor va fiM = Pw, undew este deplasarea, astfel incat geudifereniala a
fibrei medii deformate a barei se scrie (wAplicgia 2.7.6)

d°w_ M _ Pw

dw__M__Pw 2.7.114
dx>  El El ( )
adia
2
aw, P w=o, (2.7.115)
dx? El

n carekEl este rigiditatea la incovoiere minira se@unii transversale a barei.

Pentru simplitate, folosim din nou ng&a(2.7.110%i ecuaia (2.7.115) devine

2
d—‘;"+[32w:o. (2.7.116)
dx
Alegand origineax-ilor la cagitul superior, condiile la limita sunt

w(0)=w(l)=0, (2.7.117)

undel este lungimea barei (figura 2.7.16).

Solurie. Modelul (2.7.116), (2.7.117) reprezindin punct de vedere matematic, o
problend bilocak omogen, care admite intotdeauna siduidentic nud. Trebuie deci
determinate valori ale Iy, denumitevalori proprii, astfel incat problema sdmit cel
putin Tncd o soldie, diferiti de cea identic nal denumii fungie proprie Asemenea

probleme poa#tnumele dgrobleme Sturm-Liouville
Cautand solui de forma w=e(vezi §2.4), ajungem la eclie caracteristit
A* +B% =0, cu fdicinile Xy, =+iB. Soluia general a ecudei (2.7.116) se poate

scrie sub forma
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w = Asinpx+ B cospx, (2.7.118)
Asi B fiind constante de integrare.
Condiiile la limita w(0)=w(l)=0 impliciB =0 si Asinpl =0.
Cum A #0O(axa barei este rectilinie, deci sifizapremergtoare flambajului), iar
B#0 (bara este neiacat), rezulé sinPl =0, cu &dacinile Bl =nn, n=1,2,3...
Revenind la notéa (2.7.110), se alme familia de valori proprii

TEl
12

P, =B%El =n? n=123...

si ecuaia fibrei medii deformate, care se deduce din {4.8),tindnd seama de valorile
gasite pentruB si 3
W:Asing,n: 123... (2.7.119)

Se obsery ca factorul A, reprezentand amplitudinea fibrei medii deformate,

ramane nedeterminat.

fe

Figura 2.7.16. Flambajul barei dublu articulate
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Aceasta se explicprin faptul &, la rezolvarea problemei, a fost utilizacuaia
diferertiala aproximatid a fibrei medii deformate; ecta (2.7.119) repreziat o
sinusoid cu semiunda/n.

Din punct de vedere practic, intereseaaloarea miniri a fortei critice (pentru

n=1). Aceasta mai este numgi forta critica Euler-iard

2
T El
P, =P = ra (2.7.120)
Fibra medie deformateste o sinusoidde semiundll si este dat de
W= W, 2, (2.7.121)

I
undew,,,, corespunde mijlocului deschiderii.

Pentru valori mai mari ale lui, de exemplun =2, aceasta ar corespunde cazului

cand exist la mijlocul deschiderii, un reazem simplu. féocritica corespunitoare este

2
P, , =22 g”_l Slosp,. (2.7.122)

2. Flambajul barei articulate-incastrate

Problema fiziai. S se determine foa critica de flambaj a unei bare articulate la

un cafat si incastrai perfect la cellalt capt.

Model matematic Datoritai Tncastérii, Tn articulgie aparesi o reagiune H,
normah pe axa barei, jucand rolul unui parametru nedet@imMomentul Thcovoietor
intr-o segune curent x, evaluat pe forma deformiateste M = Pw+ Hx astfel incat

ecuaia difereniala a problemei este

2
j‘;‘ung_%x, (2.7.123)
X

undeP este fora de compresiung El rigiditatea la incovoiere.
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~071]
3\4
X

X

Figura 2.7.17. Flambajul barei articulate-incasteat
Cu notaia (2.7.110), ecua (2.7.123) devine

d2W 2 H
— tpTW=—-—-X, 2.7.124
dx? b El ( )
Condtiile la limita se scriu
w(0)=0, W(l)=0, (dw/dx),, =0. (2.7.125)

Solurie. Modelul de mai sus reprezintot o problerd Sturm-Liouville. Soltia
general a ecudei omogene asociate lui (2.7.124) este tot (28).110 soldie
particulad rezul&é sub formd de monom. Solia general a ecudéiei neomogenssi

derivata sa se scriu sub forma

w= —%x + Asinpx + Bcos3x,
v H (2.7.126)
— =—— + B(Aco3x — Bsinpx).
o = p HBlAcos Bx)
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Prima condie la limitd implica B =0. Celelalte do& condtii conduc la un sistem

algebric linear, pe care trebuielssatisfaa (- H/P) si A:

—%I + AsinBl =0, —%+Acosﬁl - 0. (2.7.127)

Acest sistem este omogen, deci aretgatenule doar dacdeterminantul asociat

se anuleax
de{l sinpl } ~0
| BcosBl

Calculand determinantul, gbem ecugda transcendeat

tar 3l =pl. (2.7.128)
Radacina minina a acestei ectia(conform tabelului 2.7.1)

n n

Bl =4.4934095 ————— [—
0.69915565 0.7

conduce la faa critici minima
T°El

Per DW- (2.7.129)

3. Flambajul barei dublu incastrate

Problema fiziaz. Sa se determine foa critica de flambaj a unei bare articulda
un cajt si incastrai perfect la cellalt capit.

Model matematic Tindnd seamgi de cazul precedent, ecisa difereniala a
problemei este

dw P H _ Mg

—+—Ww -—

dx2 El El"  El

undeP este forta de compresiund;l si M, (reagiunea din origine, normalpe axa

, (2.7.130)

barei, respectiv momentul de Tncastrare) sunt patramedeterming El este rigiditatea
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la Tncovoieresi w este 8geata necunoscutfigura 2.7.16). Condiile bilocale se scriu in

acest caz astfel

w(0) =w(l) =0, (dw/dx), _, = (dw/dx),_, =0, (2.7.131)
undel este lungimea barei.

p
Ve \P}"”o
H
i72:822¢,
T 0/ T
3
~ x
o~
~
y
N
o Y&l
X

Figura 2.7.18. Flambajul barei dublu incastrate
Solurie. Modelul matematic se prezinsub forma unei probleme Sturm-Liouville.

Mai Tntai gisim soldia ecugiei linearesi neomogene (vezi 82.4); aceastalerivata ei

sunt

M .
W:—%X—?O+ Asinpx + B cospx,

o (2.7.132)
- -t B(Acospx - Bsinpx).

Condiiile bilocale conduc la sistemul algebric lingaomogen, scris sub forma

matriceal
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0 1 0o -1 A 0
B O -1 0| B 0

_ = . (2.7.133)
sinpl cosl -1 -1| H/P 0
|BcosBl —PBsinBl -1 0 |My/P| |O]

Pentru ca sistemubsadmit soluii nenule trebuie ca determinantul asociat fui s

se anuleze. Se obe astfel ecuga caracteristit

2(1-cosBl)-pl sinpl = 25inBI(tanB—2| —B—Z') =0, (2.7.134)
ale crei radacini suntpl =2nn,n=1,2,3.... Radacina cea mai mi 3,1 =2n conduce
la forta critica

ATPEl _ TPEI
Per = = : 2.7.135
“ 12 (0sl)? ( )

Radacina minini corespunitoare celui de al doilea factor este mai mare decat
B, /2.

4. Bara dublu articulata incarcata cu forte axialesi cu o forta transversak

Problema fiziag. O ba#d dreapd, dublu articulat, de lungimel, este solicitai
axial prin dod forte de compresiun si incarcat transversal cu o f@r concentrat F ,

aplicat la mijlocul deschiderii (figura 2.7.19). Se cefiese determineagetile w.

Model matematic Pentru o sg@ne transversal de abscis x putem scrie

momentul de Tncovoiere

M = PW+%FX.

Problema fizid este deci modelade ecuga difereniala lineai de ordinul 1l cu

coeficieni constan
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2
d—W+[32w:—ix, x[ O,I— , B2 :E,
dx? 2El 2 El
cireia i se asociazcondiiile la capetew(0) =0, (dw/dx),, , =0; ultima este o conde

de simetrie. Modelul matematic este reprezentat pi@bleni bilocak linea.

*P
A2
0

~a

l_//zT//ZM

F2
P

Figura 2.7.19. Bara dublu articulatincircata cu forele axiale Psi cu o fopa transversal F

Solurie. Soluia general a ecudei de mai sus este (vezi §2.4)

w= —%x+ Asinpx+ Bcospx,
si deci

dw F )
— =———+BAcosBx—-[BBsinfx.
dx 2P g Px-p g

Aplicand condiile la capete, rezut
A= LBI , B= O,
2P3 00%2

astfel Tncat

w=_F _Bx+sm[[33>|<
2PB cos

Momentul de Tncovoiere are expresia
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_ F sinBx
% o)

PentruP — Pz =2 EI/I? (forta lui Euler) avencodpl/2)=0, deciwsi M tind

la infinit, independent de intensitateat®itransversal€ (instabilitate prin diverger).
Aplicatia 2.7.10(M.V.Soare [19,20])

Problema fizig. Sa se studieze flambajul lateral al unei grinzi catis@e zvels,
supud la incovoiere.

Model matematic Grinzile supuse la Tncovoiere avand otisme zvelt Tsi pot
pierde forma plaihde echilibru atunci cand momentul incovoietoradegie 0 anumit
valoare criti@ (figura 2.7.20). Grindasi pierde stabilitatea in zona comprifiabxa
grinzii se curbeazin planul ei de rigiditate minif iar diferitele seguni transversale
ale grinzii se rotesc in jurul axei. Acest fenondmn pierdere a stabiiii formei de
schilibru a unei grinzi supuse la Tncovoiere esteutnitflambaj lateralsauflambaj din
incovoiere

Studiul flambajului lateral conduce la egaadifereniala ordinag lineag si
omogen

d’8 . M?
o ELGI,

6=0, (2.7.136)

n care

6 reprezini rotirea de torsiune a gemii transversale

El,— rigiditatea la Tncovoiere minira grinzii in planuk,

Gl —rigiditatea la torsiune a g@emii grinzii,
* M — momentul incovoietor in planwl
Sunt considerate s@anile simple (fira talpi).

Introducéand notiga
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M

B N (2.7.137)
ecuaia (2.7.136) devine

d’0 o,

_2+[3 =0, (2.7.138)

adx

analog celei corespuritoare flambajului barei dublu articulate de mai.s@sestei

ecuaii i se asociaz condtiile bilocale

(2.7.139)

Figura 2.7.20 Flambajul lateral al unei grinzi cu sgane simp

Solusie. Soluia general a ecudei (2.7.138) este
0 = Asinpx + B co<3x.

Aplicand condiile la capete, se olme valoarea proprie miniim =1/l , asa incat

n
M., :|—4/EIZGIt.

230



Ecuaii difererviale ordinare de ordinul n

Aplicatia 2.7.11(M.V.Soare [19,20])
Problema fiziad. O ba& de ael, in consdl, incirca& cu fota P, este rezemat

lateral cu un resort avand constanta elasticSe cere &se determine foa critica de

flambaj P, .
Model matematic Expresia momentului incovoietor intr-o gene transversal

curenti de abscisx este dat de (figura 2.7.21)
M =P(f —w)-cf(l -x), (2.7.140)
undeP este fota axiak, f — deflexia la cajiul cu reazem elastic (constanta elastste

c) si | este lungimea barei.

£{

]
J—_ OW W/?} 7
a b

!

!

]

!

!

! —
/

|

I

|

Figura 2.7.21. Bara inircata axial cu fora P, incastrai si rezemad la cele dod capete

Cu notaia (2.7.110), rezuitecuaia difereniala a fibrei medii deformate a barei

d2W 2 2[ cf :|
—+pBw= f——I(-x)], 2.7.141
7 tBow=p 5 (=) ( )
la care se adadgondtiile la limita
(2.7.142)

w(0) = (Aw/d)o =0, wll)= f
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deci din nou o proble#nde fungii si valori proprii.
Solusie. Soluia general a ecudei difereniale este

w = Asinpx+ B cospx+ f(l—C—PIj+%x. (2.7.143)

Condtiile initiale (de la marginea inferiagrconduc la

| |
A:—f[l—BzcElj, B:B??El’ (2.7.144)

astfel incat pentru fibra medie rezugixpresia

w(x) = {(1- cl ](1—cosBx)+BZC

B2El El

Condiia w(l)= f duce la ecuia caracteristit

(x—%sinﬁxﬂ. (2.7.145)

cl c 1.
(1— e j(l—cosBI)+ e (I —EsmBIj =1, (2.7.146)
care se mai poate scrie
Bl —k(Bl)® =tanpl, (2.7.147)
unde
k :E—IS. (2.7.148)
cl

Pentru o bar de segune circulai de diametrud si datele numerice

E =21010° daNem?, | =2m, c=5daNcm, d =4cm, okiinem

4
2110° d%

K
50C[20¢3

=0.659734457
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Tabelul 2.7.1.Valorile lui k in funie depl
Bl k Bl k
2 | +oo 2.05| 0.461347
1.60| 8.748177 2.10 | 0.41138¢
1.65| 3.172054 2.15| 0.37017¢4
1.70 | 1.912600 2.20 | 0.33563
1.75| 1.356572 2.25 | 0.30627
1.80 | 1.043598 2.30 | 0.281024
1.85| 0.843079 2.35| 0.25909
1.90| 0.703761 2.40 | 0.239874
1.95| 0.601423 2.45 | 0.22290]

Pentru aceastvaloare a constat&j radacina minini a ecudei (2.7.147) este

Bl =1.919782..
Fona critici devine

El _ TEl
5 12 (122c4)2"

1 (1.6364)
unde a fost puisin evidemd si lungimea de flambalj; =1.6364 .

P, =1.919782

kl
10

e

D N

W

o~

\

/ ~

SR
N‘r

16 17 18 19 20 21 22 23 2% 25

Figura 2.7.22. Graficul funei k = 1 (p).
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In cazul altor date numerice, Tn tabelul 2.7.1 ast fdate valorile luk pentru
diferite valoripl (vezi relaia (2.7.148)):

| — tanpl 1 tanfl
k= f(Bl):B = (1— J 2.7.149

@)y @)? 8 ( :
Graficul fungiei k = f (Bl) este redat in figura 2.7.22. Atat tabelul 2.7t s¢

figura 2.7.22 pot servi la determinaradacinii Bl pentru urk dat.
Aplicatia 2.7.12(M.V.Soare[19,2Q)

Problema fizig. Sa se studieze flambajul unei grinzi drepte ntr-uedm elastic,

n cazul general de rezemare, in ipotezele lui W¥mkp = kw, compresiuneg este

propotionak cu deplasareav, k =cons fiind coeficientul reagei solului),

Model matematicEcuaia difereniala care guverneazleformarea grinzii este

w=0, (2.7.150)
unde parametrl depinde de elasticitatea mediului.
Solurie. Ecudia este linearsi cu coeficiem constam (vezi §2.4). Gutand solui
sub forma exponaiala e®, se oline ecuga caracteristit
A +4p% =0,
cu rdacinile complex conjugaté\;,A,,A3,A, =(21£i)3. Soluia general poate fi

exprimati in una din urriitoarele forme:

w= A cosiBxco3x + A, sinhBxco3x

+ Ag cosHBxsinBx + A, sinhBxsinpx, (2.7.151)

w=eP*(Acospx + Bsinpx)+eP*(C cosBx+ D sinpx), (2.7.152)

incareA, Ay, Ag, Ay, respectivA, B,C, D, sunt constante de integrare.
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Plecand de la formularea (2.7.151), vom schimbastemtele de integrare,
introducand altele noi, care au o semnifiedizica (parametri indali): Wy, ¢, Mg, Ty,
reprezentand ageata, rotirea, momentul incovoietgr forta tiietoare la cajul din

stanga al grinzii (ales ca originexdlor).

& 1 ]

X) 1
3 ’ {Jp il
, £, _/Sl) / N
] #(Bx) T /:: ped N |

02 | BAOZTET~110 | 12 |14 15/8N\y8 | 20 22 | \2526 28 | 30

” RS Y N

N 1
2 25 & \

N
-§ \\ \ \
-4 N RN \
\ \
-5
-6 \ !
N\
-7 \ | \ | \
; \
3 YA
-10 \\
1 AN
N

-2

Figura 2.7.23. Graficele funidor f,(Bx),i= 1,234
Dac se noteazfunaiile
f,(Bx) = coshBxcosBx,
f,(Bx) = sinhBx cospx + coshBxsinpx,
f5(Bx) = sinhBxsinpx,
f,(Bx) = sinhBx cosBx — coshBxsinpx,
expresiile 8geii, rotirii, momentului Tncovoietosi fortei tiietoare se scriu:

(2.7.153)
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2
w= g (B + 22 £ (8) = 12 138 + 2 £y B),

3 2
= = b 4 5+ 0o (1) - 2P 18+ T 1),
(2.7.154)
d2 k k T,
M =1 = (8~ 28 1aB0)+ Moy () + 2 (),
3 k
T:—E|(;||7\;V:2_\/[3\b 2(Bx) + E 3(Bx) + BM o f4 (Bx) +To f1(Bx).

Observaie. Fundgiile f;(3x),i= 1234 definite de (2.7.153) au o larg

raspandire Tn mecanica constitor. Graficele lor sunt redate in figura 2.7.23.
Aplicatia 2.7.13(M.V.Soare [19,20])

Problema fizia. O grindi de lungime foarte mare (teoretic infi)ireazem pe
un mediu elastici este inarcaé cu fota transversal P. se cere & se determine
expresia &egii w, rotirii ¢, momentului incovoietoM si fortei tiietoare T ntr-o

segiune curent, apoi 4 se reprezinte grafic.

Model matematic Grinda fiind infiniti, originea axelor poate fi aleag orice
punct; va fi avantajosiso alegem in punctul de aplicare atédrconcentrate, pentru a
profita de condiile de simetriesi antisimetrie (figura 2.7.24). La aplidga precederat

(aplicaia 2.7.12), s-a&pit expresia generah sigetii

w=eP*(Acospx + Bsinpx)+eP*(C cosBx+ D sinpx), (2.7.155)
undep este o constantlat deB* =k /4El, k fiind coeficientul de tasare al mediului

elasticsi El — rigiditatea la incovoiere a grinzii.
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\ . Wﬁ@ﬁww

xy

’W
Figura 2. 7.24. Grinda pe mediu elastic, de lunginfenita: a) diagrama sggeilor; b) diagrama
forzelor tzietoare Tn vecititatea originii
Soluie. In origine vom aveaiw/dx =0, iar forta tiietoare are un salt; la dreapta,
T, =—-P/2(figura 2.7.24, b). La infinit, unde efectul fer exterioare nu se mai resimte,
putem exprima & orice triplet de rarimi w, M si T tinde la zero. Com factorule®

creste nedefinit candk — o, va trebui 8§ luam C = D = 0. Raman astfel expresiile

w=e P (AcogBx + Bsinpx),

¢ = 3—va =Be [(B - A)cosBx - (A+ B)sinpx],
M =-El (;12—\21 = 2B?Ele™*(BcogBx - Asinpx), (2.7.156)
X
=B 9 gl |
- @ =-2B"Ele [(A+ B)cosﬁx— (B - A)sme].

Introducand condiile la limitd precedente, rezéltA=B=Pp/2k. Cu aceasta,

expresiile (2.7.156) devin

2
W:Z—Ee'ﬁx(cos[3x+sin[3x), 0 :—%e'ﬁxsinﬁx,

. ; (2.7.157)
M = 4—Be_BX (cosBx - sinPx), T= —Ee'ﬁx cosBx pentrux= 0,
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-3 T2 -1 0 1 2 b PX
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Figura 2.7.25. Graficele funidlor w,¢,M,T

Se obser¥ ca in formulele (2.7.157) apar patru fuin@e argument{3x, numite

functii exponeniale amortizate

. _ (2.7.158)
W5 (Bx) = e P(cosPx + sinfx) =y, (Bx) + W, (Bx),

W4 (Bx) = e (cosBx - sinPx) = y; (Bx) - W, (BX).

Observaie. Fungiile L|Ji([3X),i =14, ausi ele o larg raspandire in mecanica

construdilor. Graficele lor sunt redate n figura 2.7.25.
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Aplicatia 2.7.14(M.V.Soare [19,20])

Problema fizia. O particul electrizad intra intr-un caAmp electromagnetic de

intensitateE si indugie B. Se cere®se determine traiectoria particulei.

Model matematicComponentele celor dadorte faa de un triedru ortpgonal de

referina Oxyzsunt reprezentate n figura 2.7.26. tBaezultant esteF =gE + qv x B,

undeq este sarcina electtgciar al doilea termen este farLorenz.

Avem ina
T T ¢
vxB=\v, v, v,/ =v,Bi-vBj, (2.7.159)
O O B
cu
V=V, +Vj VK =X+ Y+ 2K (2.7.160)

pentru studiul msicarii, introducem legea lui Newton

F=ma=m, (2.7.161)
undem este masa particulei.

Soluie. Proiectand pe cele trei axe de coordonate sie ebuaiile de echilibru

dinamic
mxX=qv,B, (2.7.162)
my=qE, —qvB, (2.7.163)
mz=qE,. (2.7.164)

Ultima ecuaie poate fi consideratseparat. Integrand o dabktiinem

z:jqEZ d=214c,.
m m

ConstanteC, se determidin condiia initiald z(0) = v?. Rezulti C;=V? si
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, = 95

t+v).
O nou integrare d

E
z:—q2 Zt2 +Vot +C,.
m

zl

Figura 2.7.26. Particula electrizatintr-un caAmp electromagnetic.

Condiia z(0) = 0 implici C, =0, astfel incat

E
z=95242 4\ (2.7.165)
2m

reprezini o miscare uniform accelerain lungul axeiOz de acceletée a, =qE,/m.
Pentru celelalte dauaxe, tindnd seama de (2.7.160), egilm (2.7.162) si
(2.7.163) se scriu

mX=qgBy, my=qB-qBx. (2.7.166)
Eliminand fundiay, din prima ecuge si introducand-o in cea de a doua, deducem

22 2BE
X+q B )'(:q y’
m? m?

(2.7.167)
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deci o ecuge difereniala ordina& de ordinul Ill, lineak si neomoge#, cu coeficieg

constani (vezi §2.4). Raportulg/m reprezini sarcina electrica unititii de ma4.

Cu notaiile
q2B?> q’BE
=W, Y =R?, (2.7.168)
m? m?
ecuaia (2.7.167) devine
X +w?x=R2, (2.7.169)

Cum termenul liber este o constgngasim wor o soldie particulai a acestei
ecuaii
X, = Eyt/B.
Pentru ecuga omoge#i asocial X +w?x=0 se caut soluia sub forma

exponefiali x =€ si rezulti ecuaia caracteristit

A+ =Ap? +w?)=0,
cu trei &dacini, A; =0, A,,A5 =*iw. Soldia general a ecugéiei omogene asociate este
deci
X, = D; + D, cosut + Dy sinut.
in final, soluia general a ecudei neomogene (2.7.167) sau, echivalent,
(2.7.169), este

E
x =D, + D, coswt + Dy sinwt + Eyt. (2.7.170)

Din prima ecuge (2.7.166) rezuity, anume

m . m Ey .
y =—Xx+const=—| — - D,wsinwt + Dywcoswt |+const
gB gB\ B

adica
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y= q—ng (- D, sinwt + D5 coswt) + const (2.7.171)

Cele patru constante de integrare se detérmin condiiile initiale x(0)=0 ,

y(0)=0, %(0)=vy, y(0)=vy. Se gsesc pentru ele ustoarele expresii

BV BV 0 E m
Dlzq—y’ 2:—q—y’D :V_X—_y,D4:_mV)(()+_Ey’
ma:? me:? ® Bw B  gB?
astfel incat
BW) E VO

x= 2% (1- coswt) + =~ (et — sinwt) + < sinwt

mo? Bw W

mE vo
y =——-(1- coswt) +—~sinwt.

9B w

Tindnd seama de noia (2.7.168), deplasile x si y se scriu

E
X = e vy sinot + v (1- coswt) + Ey(oot - sinwt)} ,

E
y=—| vy sinwt +Ey(1_ cosoot)} = WX.

Am oltinut astfel ecugdile parametrice ale proigei traiectoriei particulei
electrizate pe planuOy; curba olgnuta se numsete trohoida.
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CAPITOLUL 3

SISTEME DE ECUATII DIFEREN TIALE ORDINARE

Forma generéla unui sistem de EDO ceufungii necunoscute este

F1(X Y1, Y2, Y Vi, Y2100V ) = 0,
Fo(X Y1, Y200 Yns Y1, YooY ) =0,

Fa(X Y1, Y20 Yo Y1, Y21 Y0) =0,
unde F; sunt definii pe un acelg domeniu (2n+1)-dimensionalsi sunt suficient de

(3.1.1)

regulai.
Dac ipotezele teoremei fugidor implicite sunt satisfcute (vezi cursul de

Analiza Matematid, partea ), atuncly; pot fi explicitgi din (3.1.1); se ofine astfel

forma canonigi/normala a unui sistem de EDO de ordinul I:

yi = f2(X Y1, Yo,es Y )
Y5 = T2 (X Y1, Y2, Yn)s

Vi = (X Y1, Y25 Yn).
Sistemele de forma (3.1.2) pot fi scrisein formd compaci. Intr-adevr,

(3.1.2)

utilizand notaiile

[y ] (i ] RACAN
d : fo(X,
y=72|, d—y: 21 f(xy)= 2(. y) , (3.1.3)
. X . .
Vi | Vh | fa(xy))

sistemul (3.1.2) poate fi scris in forma vectarial
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dy _

—=f{xy). 3.14
5 = y) (3.1.4)
Sa mai obser#m c orice ecuge difereniala ordinag de ordinuln
y(”) = f(x, A y”...,y(”"l)) , (3.1.5)
poate fi scrig sub forma unui sistem de EDO de ordinul I. Cuafite
V=Y, Ya=Y. Ya=Yeayn =y, (3.1.6)
ecuaia (3.1.5) devine
Y1 = Y2,
Y2 = V3.
........... (3.1.7)
Yn-1= Yn,

yh = F(X Y1, Y20ee0Yn ),
care este un sistem de EDO de ordinul h fanaii necunoscute.
Se poate demonstrd,danvers, un sistem de EDO de ordinul | de fércanoni@

poate fi redus la o EDO de ordimylin anumite condii de regularitate.

3.1. SISTEME DE EDO DE ORDINUL I, LINEARE

Forma canonit a unuisistem neomogede EDO lineare de ordinul |, mfunaii

necunoscute, este

yi =a1(X)yr + ana(X)ya + ...+ an (X)y, + f1(x),
Yo = apy(X)yy +aga(X)yz +...+ agn (X)yn + f2(x),

Yn = anl(x)yl + anZ(X)yZ Tt ann(x)yn + fn(x)’

unde f;,a;,i,j=1n, sunt fungi considerate de clas C°(1) I =[a,b]OD iar

(3.1.8)

yj. i =1n, sunt fungile necunoscute.
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Sisteme de ecyiadifereryiale ordinare

Lucram intr-un cadru clasic, deci voriuta soluii cel puin netede, adicde clag
c().

Dac f; se anuleazidentic pel, oktinemsistemul omogerasociat

y1 = all(X)Y1 + alz(X)Y2 Tt ag (X)Yn ,
y5 = ap1(X)yy +axa(X)yz +...+ azn (X)yy .

Yn = anl(x)yl +tap (X)y2 Tt ann(x)yn-

Pentru simplificarea scriergi, de asemenea, pentru a pune in evidemele

(3.1.9)

aspecte utile in apligg vom introduce urritoarele fundi vectoriale:

y1(%)] Yi(x)] f1(x)]
. f
y(x) _ YZ:(X) ’ % _ y2:(X) , f(X) _ 2:(X) | (3.1.10)
| Yn(%)] [ Yn(x)] (%),
precumsi matricea asociatlui sistemului (3.1.8) sau (3.1.9):
(a1(X) ap(x) .. g (X)]
ar1X) as(x) ... ag,(x
A(X): 21( ) 22( ) 2n( ) | (3.1.11)
L 8m () ana(x) ... ann (X)_
Cu aceste notia, sistemul neomogen (3.1.9) se scrie sub fornworak
dy
— = f, 1.12
o ALY+ (3.1.12)
iar sistemul omogen asociat (3.1.10) ia forma
dy
& _ 1.1
o =AY (3.1.13)
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Un prim rezultat important, care este o consgaiirect a linearititii, afirma ca
orice combinge liniara de soltii ale sistemului omogen (3.1.13) este de asemenea
soluie a sistemului.

Teorema 3.1 Fie A(x) o matricenxn, fungie continui de x. Dag y;(x) si
y,(x) sunt dod soluii ale sistemului omoge(8.1.13)atunci

Cy1 () +Cay2(x), €1, C, 00,
este de asemenea o s@la sistemului
Al doilea rezultat afirr ca soluia general a sistemului neomogen (3.1.12) se

obtine ca suma dintre o soi@ particulaé a lui (3.1.12)i soluia general a sistemului

omogen (3.1.13).

Teorema 3.2 Fie A(x) o matricenxn si f fungii continue dex. Notim cuy , 0
soluie particularz a sistemului neomogédB.1.12).Atunci y(x) este solga generafi a
sistemului (3.1.12)daai si numai da@ y(x)=y ,(x)+y,(x), undey, este soltia

sistemului omoge(8.1.13).

Demonstrae. Obsernam c

V'p (0 +yo ()= A(x)yp() f() AGy ()=
= AGy 500+ o)+ ().

Reciproc, dat y(x) =y ,(x) +y,(x) este soltia sistemului neomogen, atunci

y'(x)=y'p (X)= A(X)y(x) +f (x) = A(x)y , (x) =f (x) =
= AMy(x) -y p(x)),

adici y(x) -y ,(x) este soltia sistemului omogen.
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Sisteme de ecyiadifereryiale ordinare

3.2. SISTEME DE EDO DE ORDINUL | LINEARE, CU
COEFICIEN TI CONSTANTI

Teoremele generale 35l 3.2 nu descriu modalitatea de determinare eixplec
soluiilor sistemelor lineare, omogene sau neomogenen Vedea, Tn cele ce urmé@az
ca putem olgne soluii explicite da@ matriceaA este constaat(nu depinde dg).

Forma generala unui sistem linear de ordinul I, cu coefigieaonstan este

Y1 =ag1y1 FagoYo oty t fl(x)’
Yo = o1y + 8goYo + ...t 8n Y + F2(X),

(3.2.1)
Yn =amYy1+anay2 ...t appyn + fn(x)’
unde f; 0C°(1)100,j=1n, a O0j,j=1n.
Cu notaiile (3.1.10),sistemul neomoge(i3.2.1) se scrie vectorial astfel:
dy
— = Ay +f, 3.2.2
oY (3.2.2)
unde matricea constdanA este dat de
dq1 X2 ... Y
a1 Ay .. a
A=| 2b T2 an (3.2.3)
ay & - o
La fel ca mai sus, pentifu=0, olxinemsistemul linear omogen asociat
dy
— =Ay. 3.2.4
Y (3.2.4)
Pentru rezolvarea sistemului (3.2.4utam soldii de forma
y=e"[C, C=(c;, ¢y, Cs... Cy)', chD/@,j=171. (3.2.5)

Derivand in raport cx, oktinem
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dy ax
—=0e""C. 3.2.6
X ( )
inlocuind In , oinem
ae®C =e™AC. (3.2.7)

Simplificim cu e®* si notim cuE matricea unitate:

0
E= . EO% . (3.2.8)

0O 0 01

Obtinem relaia

(A -aE)C=0, (3.2.9)
undeO este vectorul identic nul, au componente.
Daa sistemul (3.2.4) admite seiude forma (3.2.5), atunci
» O estevaloare propriea matriceiA a sistemului, iar
» C estevectorul propriu corespunzor.
Condtia (3.2.9) repreziat de fapt, un sistem algebric linegir omogen de
necuaii, Cu n necunoscuteg;,c,,...,C,, SCris matriceal.
Problema rezobirii sistemului diferefnal omogen (3.2.4) se reduce astfel la
determinarea vectorilas valorilor proprii ale matricei asociate.

Pentru ca (3.2.9xsadmit soluii care 4 nu fie identic nule, trebuie ca

def{A -aE)=0, (3.2.10)

adici, mai explicit,
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=0. (3.2.11)

Ay o e Gy
Condtia (3.2.10), sau, echivalent, (3.2.11), repreézimt ecug@ie algebria
polinomiak, care se numgé&e ecugie caracteristia@.
De soluiile ei depinde forma sofiei sistemului de EDO (3.2.4).

Pentru exemplificare, vom considera cagw 3:

% =a11Y1 T a12Y2 T 3Y3,

X

% =ag1y1 +axYys +axsys, (3.2.12)
dys _

d_; =ag1y1 +azpy, +aszys.

Ecuaia caracteristig este

a,—qa a5 A3
A a,—a ay (=0, (3.2.13)

Ay A, a5~ d
si are trei adacini, a,,a,,0,. Distingem trei cazuri:

A. Cazul widacinilor reale si distincte

Fie a4,0,,a5 00 distincte. Atunci este valabBischema

Lo (3.2.14)

Fie C,,C,,C5 vectorii proprii corespuritori lui a,,a,,0.
Rezul, conform celor spuse anteriog {eo‘lxcl e“2*C, ,e“3XC3} formeaz un
sistem fundamental de sgiu
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Soluria generali a sistemului (3.2.12) este deci

y(x) = kCqp %1% + kyC, (72X + kyCyq (273, (3.2.15)

undek,, k,, k; sunt constante arbitrare.

B. Cazul mdacinilor complexe

Dac ecuaia admite o soltie complex, intrucat ea areoeficieni reali, va admite
si conjugata ca sotie. Fie decia; =a +if3, a, =a —if3, radacini complexe conjugate,
si a, 00.

Fie C+iD vectorul propriu asociat lux, =a +if3. Atunci C—iD este vectorul
propriu pentrua, =a —i (vezi cursul de Algets). In loc s consideim fundiile

complexe care rezdldirect, vom lua combingle lineare ale acestora.

Deci

a+ip a-ip O3
l ! ! (3.2.16)
(C+iD)el B (c-ip)ela-iBx gfaxc,
Atunci semisumay,; a primelor dod soluii este de asemenea swdu a

sistemului, deoarece acesta este linear. Avem

Y1 = %[(C +iD)el@ B 4 (C - iD)e(“"iB)X] =

_ eO(X_C P 4 omiBx . iDeiﬁx _ e—in:| _
2 2
(3.2.17)

_ oo Cei[?;x +e—i[3x B Dein _e—in
2 2i ’

cosBBx sinx

de unde
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y; =e™(CcosBx — Dsinpx). (3.2.18)
Aceasta este, de fapt, parteaealui (C +iD)e@ )X,
Obtinem o ald soluie real y, scizand primele dau soluii din (3.2.16) si

~

mpartind aceast diferena la 2i:
Yo = 2—1|[(C +iD)eld 1B _(c - iD)e(“"iB)x]:

=€

[ iBx _ o—iBx iBX , ~—ipx
ox Ce .e +iDe +.e _
2i 2i

(3.2.19)

_ o Cein _ e—in .\ Dein + e—in
2i 2 ’

sinf3x cospx

deci

y, =" (CsinBx + DcosBx), (3.2.20)
care este partea imagina lui (C +iD)el® 1)

In final, soluia general a sistemului (3.2.12) se scrie In acest caz

y = kie®™(Ccosx — Dsinpx) + k,e™*(Csinpx + Dcopx) +

(3.2.21)
+ k3€u3XC3.

C. Cazul mdacinilor multiple

Daci ecuaia admite o &dacina dubk a4 =0, =a, cea de a treia fiind difesitde

ea, adid a3 #Za, atunci schema sistemului fundamental

a o O3
Lo ! (3.2.22)
e™Cc ? e”¥C,

este, deocamdatincompled.
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in diagrama de mai su§ si Cg sunt vectorii proprii coresputitori lui o,
respectiva,. Mai este necesar un element pentru sistemul foedtal. Casi in cazul
similar al EDO lineare aacor ecugie caracteristi¢ admite &dacini multiple, cGutam

soluii de forma

y = xCe™* + De™. (3.2.23)

Inlocuim n (3.2.12%i determirim peD din sistemul algebric ce setote dup

simplificarea cue®®. Soluia general a sistemului (3.2.12) este
y =k, Ce™ +ky(Cx + D)™ + kyC5e”3%, (3.2.24)

Exemple
1. Pentru cazul A). Sa se rezolve sistemul

dx (3.2.25)

Solutie. Este un sistem de eciiaiferentiale linearsi omogen. Matricea asociat

sistemului este

A= 01 2.2
£ o220

Notand cuy:(yj vectorul fundilor necunoscutesi cu y’:(y,j vectorul
z z

derivatelor lor, scriem sistemul sub farmatriceai
y' =Ay. (3.2.27)

Cautand soltii de formae®*C, ajungem la ecuia caracteristi&
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-a 1

de{A —aE)= =a?-1=0, (3.2.28)

1 -a

ale arei soluii sunt realssi distincte:a, =1,a, =-1.

1 1
clz@, C, :(_J. (3.2.29)

— 1 X — 1 —X
h-(lje , Y2—(_Je (3.2.30)

formeaz o baa (sistem fundamental de sa@ly pentru sistemul (3.2.25). Sala sa

Vectorii proprii sunt

Deci

general este

1), 1)
y(x):kl(lje +k2(_1je , (3.2.31)

sau, pe componente,

X) = k;e* + ke~
{y( )=k 2% | ky,ko OO, arbitrare. (3.2.32)

2(x) = ke — ko>

2. Pentru cazul B).Sa se rezolve sistemul

X
3.2.33
@ (3.2.33)
dx
Solutie. Matricea asociétsistemului este
0 1
A= , (3.2.34)
-1 0
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si, utilizand aceleg notaii ca in exeraiul precedent, oimem forma matricedl a
sistemului:

y'=Ay.

(3.2.35)
Ecuaia caracteristig

det(A—O(E)E‘_O(1 —0( =a’+1=C

(3.2.36)

are adacinile pur imaginareo =i, o, =-i.

Vectorii proprii corespuriori sunt complex conjuga

c :@ c :(_ﬂ. (3.2.37)

Rezult sistemul fundamental

1 iX 1 —ix
Y:(Je, Y:(_Je : (3.2.38)

Calcuim semisuma sotiilor si semidiferefga imgirtita la i. Oginem

Y+Y 1[eX+e™ COSX
Y= ReY = == _ _ = ] ,
2 2 i(e'x - e-IX) —sinx

X — g7 (3.2.39)
-Y i sinx
yo=imy=""Y o 2 I .
2i elx + e_lx COsX
2
Soluia general a sistemului (3.2.33) este deci
[ COSX L sinx 3240
Y71 Zsinx) " cosx)’ (3.2.40)

sau, pe componente
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Sisteme de ecyiadifereryiale ordinare

{y(x) =k cosx+ k sinx « .k 00, arbitrare. (3.2.41)

z(X) = -k sin x+ k cosx

3. Pentru cazul C).Sa se rezolve sistemul

Y ayes
X
4z (3.2.42)
—=az
dx
Solutie. Folosind matricea asociat
a l
A= ; (3.2.43)
0 a

si aceleai notaii pentru fungiile necunoscutssi derivatele lor, scriem sistemul sub

forma matriced
y'=Ay. (3.2.44)
Ecuaia caracteristig este
a-a
0 a-a
avand &dacina dubi a, =a, =a. Vectorul propriu corespuitor lui a este

det(A-aE)= =(a-a)’ = (3.2.45)

1
c=l | 3.2.46
o (3240
de unde ofinem o prina soluie a sistemului fundamentaitat
1 ax
y1= 0 e”". (3.2.47)

Cautam pey, de forma
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1 d
Yo =(Ojeax DH( dl jeax. (3.2.48)
2

Tnlocuim Tn sistem:

(1jeax + a{ljeax + a(dl Jeax (2 * [1jxeax H2 0 (dl )eax. (3.2.49)
0 0 ds 0 a)\o 0 a\d; -

Simplificam cu €®* si rezulti

1) (ad ) (ad;+d,
(Oj+£ad2]_( ad, J (3.2.50)

de unde otinemd, =1, d, fiind arbitrar. Putem lua, =0. Astfel, cea de a doua saki

a sistemului fundamental este

1 0
Y2 =(O]eax DH@eaX, (3.2.51)

sau

— X ax
y2=|, g™ (3.2.52)

Soluia general a sistemului (3.2.42) este

1 X
y = kl( Ojeax + k{l)eax, (3.2.53)

sau, pe componente

{Y(X) = (kg + kox)e™

0 ax , ki.k, OO, arbitrare. (3.2.54)
z\x)=k,e

Observaii
1. Constantele arbitrare din sghugeneral a sistemului se deterndimin condiii

suplimentare. De multe ori, acestea sunt de ticcawsau iniale:
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y1(%0) = Vi, Y2(X0)= Y20 ves Yn(X0) = Yo (3.2.55)
sau, altfel scris,

y(X0)=Yo. (3.2.56)

_ T
undeyg = (Y1c, Y20 Yno) -
2. Pentru sistemul neomogen (3.2.2) ob&eryvcasi in cazul EDO lineare,ac

soluia general se scrie ca

Y=Y +Yomogen (3.2.57)

undeY este o soltie particulad a lui (3.2.2), iary gmegen— Soluia general a sistemului

omogen asociat. Aceasbbservde este valabil si pentru sistemul general (3.1.12).
Soluia particulad Y se caut fie utilizand metoda varigiei constantelor valabik si in
cazul general, fie, cagi in cazul EDO lineare cu coeficignconstami, de forma
termenului liber.

ExempluSa se rezolve sistemul

dy_ 2x’

—=z+e
dx

g _
dx

Solutie. Sistemul omogen asociat este chiar (3.2.25)@ soluie general am

(3.2.58)

gasit-o anterior. Deci

1) 1)
Y omogen= K1 1 e” +ky 1 e . (3.2.59)
Cautam o soldie particulad a sistemului neomogen de forma
a
Y = [bJeZX. (3.2.60)

Introducem in sisteryi obtinem
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a) ox _ 0 1l)a 2X e
Z(bJe —(1 Oj(bje +(O J (3.2.61)

Simplificand cue?®, deducem sistemul algebricanb

2a=b+1 3.2.62

2b=a, (3.2.62)
deciazg,b:}.
3 3

Rezult
1(2 2X
= — e, 3263
astfel incat solia general a sistemului neomogen (3.2.58) este
1 1) ., 1(2
=k |e* +k e X+ Tle 2.
reufyf o Sl

3.2.1. EXPRIMAREA SOLUTIEI UNUI SISTEM DE EDO LINEARE
FOLOSIND EXPONENTIALA DE MATRICE

Fie acumar,, () spaiul Banach al matricelonx n de numere reale inzestrat cu

norma

A=Y .

i=1j=1

pentru A 09, (D), A :(aij ) i,i0{12,...n}.

Definitia 3.1. Fie A0%1,(0). Suma seriei convergentE%Ak se numgte
k=0""

exponeniala matriceiA si se noteaz cu e’ .
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Daci o matriceA are pe diagonalvalorile A, A,,...,A_ iar restul elementelor sunt
egale cu zero, vom scrié =diagAy,A5,....A ).

Proprietitile exponegalei sunt:

a) e’ = ns eMn =¢l| n» pentru orice\ 1 ;

b) da@ A =diagA;,A5,...A,), atuncie® = diag(e"1 ez . ehn );

c) dac AB =BA, atuncie”eP =eBe” =e**B;

d) pentru orice matric€ 091,,(0) cu determinantul nenul avem

A :CeC_lACC—l;
e) E(etA):AetA, t00o.
dt

Teorema 3.3 Fie A 0 matrice constaat Sistemul

d
d_y:Ay, y(()):yO (3265)
X
admite o unig soluie dat: de expresia
y(x)=e%y,. (3.2.66)
0

Demonstrde. Obserdm ca e™" =1, si

y'(x)=Aeyq = Ay(x).
Unicitatea rezult din teorema Cauchy-Lipschitz.

Sistemul
@ _ Ay (3.2.67)
admite ca solie genera

y(x)=e*cC,

undeC este un vector constant de componétec, ,...,.C

n-
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Teorema 3.4 Fie J un interval din(] care conmine punctulx=0, A 0 matrice

nxn constand si f o fungie continu pe J. Sistemul de EDO neomogen
%:Ay +f, y(O):yO, (3.2.68)

admite o unig soluie dat: de formula

X
y(x)=e“yo+ | XA (u)du (3.2.69)
0
Demonstrége. Sistemul de EDO omogen

dy _ _
o =AY, y(0)=y,

admite soltia unici G(x)= eXAyO. Soluia sistemului neomogen se cawub forma
y(x)=G(x)c(x). Avem
y'=G'c+Gc'=AGc +Gc'
y'=Ay +f = AGc +f.
Urmeaz ca c satisface relsa
c'(x)=G ) (x). c(0)=yo.

care admite sotia unic

o) =yo + |6~ (i

In acest fel,

X

y(x)=e®y, + Ie(x"“)Af (u)du.
0

In teoremele precedente nu se calculeaza exphpibreeniala, acest lucru fiind
dificil, mai ales in cazul sistemelor de dimensiunari. Dad matricea A este

diagonalizabd, calculul exponetilei se face simplu.
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Teorema 3.5 Fie A o matricenx n constarnd, diagonalizabifi. Atunci
et =pe®Pp (3.2.70)
undeD este matricea diagonalale airei elemente sunt valorile proprii alei A si P
este matricea aleatei coloane sunt vectori proprii ai L.
Demonstrée. A fiind diagonalizabi, P'AP=D si A"=PD"P! cu D"
matrice diagonal Se deduce ac e’® este matrice diagorial cu elementele

et g2 | n g A =pe’PpL

Exemplu
-2 1 0
Sa se rezolve sistemu%:Ay, undeA=|-5 0 O
0O 3 -2

Solutie. A este diagonalizaliilsi valorile proprii sunt:
A=-1 A, =1 A, =3

Cu vectorii proprii

Atunci
15 1 -1 00 -3 3 2
P:111,D:010,P_1:%2—20,
4 6 0 0 0 3 1 7 -2

e =pe®Ppl=z| X & e
47X X 4e3x
Soluia general a sistemului este
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y; =C,e % +5C,e* + Ce™
y, =Ce * + C e + Cye™
y; =4C,e X +6C,€".
Daa matriceaA nu este diagonalizahjl pentru a calcul&™” | se poate folosi

urmitoarea teorem
Teorema 3.6 Fie A o0 matrice nxn constand. Atunci A are 0 uni@

descompuneré =S+ N, undeS este diagonalizahil, N este nilpotent (adici pentru
k suficient de maré(® =0) iar Ssi N comut.

DeoareceSsi N comuti, deducemz e*® =&V, Sfiind diagonalizabii, €*°

se calculeazca mai sus. Pentre™ avem:
k1
eN =l +xN+..+ NKL,
(k 1)

3.3. SISTEME DE ORDINUL | NELINEARE. SISTEME SIMETR ICE.
INTEGRALE PRIME

Un sistem de ectiadiferentiale ordinare de ordin superior poate fi transfarma
intr-un sistem de ecvadiferentiale ordinare de ordin | prin introducerea de noidii

ca necunoscute. Fie sistemul de EDO de ordinutdaiod functii necunoscute:

' + 5y, — Y, = COS2X,
{)ﬁ " Y1 | Y2 (3.3.1)
Yo = y1 +3y, =0.
Introducénd fungile necunoscute auxiliare
Y3=Y1, Ya=VYa,

sistemul se poate reduce la forma:
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Y1 = Y3

Yo = Ya,

Y3 +5Y3 — Y, = C0S2X,
Ya — Y3 +3y, =0.

(3.3.2)

unde avem patru ectiiede ordinul Tntaki patru fungii necunoscute.
in cele ce urmeaz vom considera sisteme de EDO de ordinul hacuaii si n

functii necunoscute, sub forma canapiedic

Yi = f1(X Y1, Voo V),
Yo = F2(X Y1, Yo ees¥i)s

(3.3.3)
y;-] = n(x’yl’y27""yn)-
Presupunemacsistemul admite o safie unici care satisface corndie
yi(%)=y°, i=1..n.
Multimea
y; =6,(x,C,Cs....Cp),
=$,1xC,Cs,....C, ),
" ¢2( e n) (3.3.4)

unde C,C,,...,C_ sunt costante reale, constituie integrala gedaasistemului. Dac
rezoham sistemul in raport cC,C,,...,.C_ , atunci integrala genetah sistemului are
forma

Fu(X Y1, Yo, Y0 ) =Cys
Fo(X Y1, Yo, ¥n )= Co,

Fo(X Y1, Y2100 ¥n) =Ch-

(3.3.5)
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Funaiile F,F,,...,F care sunt constante in punctékeyl,yz,...,yn) se numesmtegrale

e
prime ale sistemului (3.3.3). Mai general, se ngi®eintegrai prima a sistemului

(3.3.3) orice funge de(x, Y, yz,...,yn), care se reduce la o constadaa se Tnlocuiesc
Y., Y,,--- Y, Cu fungii ce constituie o solie oarecare a sistemului. Se poate demon&tra c
orice integral prima a sistemului se poate exprima cu ajutorul filloc F,F,,....F .

Sistemul (3.3.3) se poate scrie sub forma

dy, — dy, - = dy, :%_ (3.3.6)
f1(X’ Y1’Y21---’Yn) fz(X’ Y11Y2’---1Yn) fn(X1 Y1’Y21---,Yn) 1 o
De aceea, In continuare, vom considera sistemerd&f
dx; dx, dx,
= =...= 3.3.7
P(%, Xreie X ) Po(Xg) Xo e X)) P, (X0, Xo o1 X ) ( )

cu x, variabila independedtsi x =x(x ), x, =%,(x),...x , =x_,(x ). Presupunem

n-1 ~ “‘n-1

ca fundile P(x,X,,....x ), i=12...n nu se anuleaz simultan intr-un domeniu

D O R". Un astfel de sistem se nugtesistem simetric

Definitia 3.2. Integralele prime distincté,F,,...,F, ale sistemului (3.3.7) se

117 20
numesdndependentelac matricea
oF, L=
—L ) |:1|k1 J:lln
0X;
are ranguk.
O metod comod pentru rezolvarea sistemului (3.3.7) estautarea unor
combinaii integrabile. Pentru a agi o combingée integrabii, se poate utiliza

urmatoarea proprietate a fraitor echivalente: dat

i:i: :i:t

1 2 n

atunci, pentru oricé,k,,....k , avem
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klal +k2a2 Tt kna'n :t
kb +kb,+..+kb

Teorema 3.7.Daci u,, l,,..., [, sunt fungi continue peD O 0" astfel incat:
a), P +U,P +...+u,P, =0 peDOO",
b)u,dx, +,dx, +...+ 1, dx, =dF peDO0O",
atunci F: D - R este o integral prima a sistemului(3.3.7).
Demonstrde. Fie X = Xl(xn ) X, = XZ(XH), wnX = xn_l(xn) 0 soluie a

sistemului

Atunci

dF (Xl(xn )’ X2 (Xn ) yere ’Xn—l(xn )’ Xn)
si
undeC este o0 constaitno

Exemple

1) S se rezolve sistemul

Primele dod fragii formeaz o combingie integrabii. Prin integrare, din

egalitatea

obtinem integrala priri X C.
y

265



Ecuaii difererviale ordinare cu aplicdi in mecanig, fizica si inginerie

Din teorema 3.7,

ydx+ xdy _ dz
yXZ+Xyz =Xy

Rezult
dixy) _ dz.

2Xyz =Xy’
d(xy)=-2zdz

si integrala prini xy+ z% =C,.

In acest fel, am amut doui integrale prime independente
X
Fu(x.y, z)z; =C,

Fo(x,y,z)=xy+ 2% =C,
si sistemul este rezolvat, pentrii ¢

X ) X
=—, z7=—-——+C,.
y c c 2

1 1
2) S consideim o particuli de mas m si vector de pozie r = xi + X,] + X3k,
intr-un cadmp de foe F conservativ (F =—gracV, undeV estepotentialul scalar al

miscarii). Avem ecuaa difereniald in 0°

mi = —gracV ,
sau, pe componente, sistemul
. ov
Wl = )
0X%q
(8){meo =2,
0X,
N oV
m>(3 -
0Xg
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Obserndm G
e e L ewY. OV 0V . 0V
m(xlx1+x2x2+x3x3)——axl—&x2—&x3,
adica
1 df. ) ) d
m (56 +8)= -2V (alth o) ().

Fie T :%m(xf + X5 + x§):%n1r :%mv2 energia cineti@ a particulei de vitez

v. Atunci
d T d

dt  dt

de unde deducemacT +V =cons. Prin urmareT +V este o integrél prima a

sistemului(S), numit integrala prima a energiei

3.4. APLICATII IN MECANIC A, FIZIC A SI INGINERIE

Aplicatia 3.4.1. Modele de conflict. Modele de tip Lanchés (D. Continescu,
l. Casu)

Problema fizi@. In aceasi aplicaie vom prezenta modele matematice pentru
evoluia Tn timp a unui conflict intre déuabere. Naim dimensiunile celor dautabere,
la un moment dat, prix(t) si y(t) pe care le presupunem numere relaléunaie de tipul
de conflict aceste dimensiuni pot reprezenta atude soldé, arsenal militar, etc.
Modelele matematice prezentate vor fi sisteme efexle de ordinul | cu dau
necunoscute, in care edila diferertiale componente se scriu pe baza unei @oda
bilant de urnatoarea forn:

x=—(PC+PO)+R,
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unde PC reprezini pierderile in conflict ale taberex, PO reprezini pierderile
operaionale ale tabereix (datorate bolilor, dezeitlor, etc) si R reprezini
reimprosgitarea cu efective a taberei

4.  CONCOM simplificat

Model matematic Acest model este aplicabil conflictelor congtenale in care
pierderile combatante ale fizei tabere sunt presupuse a fi direct pr@poele cu
efectivul taberei adverse. Neghp pierderile open#onale si convenim @ nu exisi

reimprosgtarea celor dautabere. Pe baza obsetilar anterioare, modelul matematic

{)’( = -ay,
y=-bx

undea si b sunt dod constante reale strict pozitive. Acest sistemrdiiigal este liniarsi

este

omogen cu coeficignconstani. Stiind efectivele infiale ale celor dautabere obnem
problema Cauchy de evoie in timp a conflictului

X=-ay,

y=-bx,

x(0)= %,

y(0)=yo.

Soluie. Matricea asociétsistemului este

0 -a
A= ,
-b O
avand valorile proprii realg distincte A1, = ++/ab.Vectorii proprii corespunzatori sunt
1 1
al |_ \E ,
b b

deci solgia general a ecugei se scrie astfel:
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LAt

unde k;,k,sunt dod constante arbitrare. Aplicand conit initiale si folosind furtiile

hiperbolicecosh:J - O,, sinh:0 - O , date de formulele

V4 —Z z —Z

e‘+e . e’ —-e
coshz = . Sinhz= ,
2 2

soluia (unic) a problemei Cauchy de mai sus se poate puneosoia f

x(t) = x cosH{aht) + \/éyo sinh{/alt ),
y(t)= —xo\/gsinh(@) +Yo cosf{@).

Introducem funga L:02 - O dat de relaia
L(x,y)=bx* - ay®
si aratam ci estelege de conservare

S OOY0)= 55) + - 5() =2 ay)+ (- 2a) - 0.

Interpretare fizigi. Studiul evolgei in timp a conflictului poate fiatut fie prin
analiza direct a fundiilor x si y fie utilizand legea de conservarein acest caz vom
prefera cea de a doua metatk studiu. Din considerente de natpractic ne limitim

la primul cadran {(x y)O02x2 O,yzo}.
MultimealVi :{(x, ydO?x=0,y=0,L(x, y):K} este un fragment de hiperbadin

situgia in careK #0 si 0 semidreapt ce trece prin origine atunci camd=0. Evoluia

in timp a conflictului &mane in mulmea M¢ ce trece prin datele imle

(K =bx2 —ay?). Pentru valori strict pozitive ale constariese ohine un fragment de
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hiperbok situat sub semidreapta definde K =0, iar pentru valori strict negative ale
constanteK se obine un fragment de hiperkiosituat deasupra semidreptei definite de
K =0. Prin analiza lui si y, sau urrarind figura 3.4.1, obse#vn ci pentruK =0 —
situgia de armistiu — conflictul nu este gfigat de étre niciuna dintre tabere, acestea
anulandusi efectivele simultan. Pentri >0 conflictul este cdigat de prima taira x
deoarece efectivele celei de-a doua tabere seaulai intai. PentrikK <0 conflictul

este cétigat de a doua tama y.

10 4

Figura 3.4.1. Evolda n timp a conflictului ih modelul CONCOM

5. GUERCOM simplificat
Model matematic Acest model este aplicabil conflictelor intre d@dabere de
gherii Tn care pierderile combatante ale fiex tabere sunt presupuse a fi direct
propotionale cu efectivele ambelor tabere. Negtijpierderile opengonalesi convenim
ca nu exist reimprosptarea celor dautabere. Modelul matematic este
X =—axy,
{y =—bxy,
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unde a si b sunt constante reale strict pozitive. Acesta estesistem de ectia
diferertiale ordinare neliniar, de ordinul $tiind efectivele injiale ale celor dautabere
ohbtinem problema Cauchy de evgtiin timp a conflictului

X =-axy,

y =-bxy,

Solusie. Introducem funga L:0% - O dati de relaia
L(x,y)=bx-ay
si aratam ci estelege de conservare
d _ oL oL .\ _ : : _
ot L0 0)= 550) + 3 510 =b - ) + (- @) - ) =0
Utilizam metoda de reducere a sistemului cu ajutoruldegié conservare. De-a

lungul soldiei problemei Cauchy avem (integrala pim

not

bx(t) - ay(t)=bx; —ay = K,
de unde expritm pey(t) in fungie dex(t), oktiinand

bxit) —bxy +a
y(t) = (t) ;‘o Yo

Inlocuind pey(t) in prima ecuge oktinem problema Cauchy ¥(t)
{)’( = (bxy — ayp )x — bx?,
x(0) = %o.
Ecuaia difereniala de mai sus poate fi trafafie ca o ecuge cu variabile

separabile fie ca o ectm Bernoulli (vezi cap.1). Imptind ecusia cu X2, oltinem
ecuaia lineah si omoger in u = 1 :

X

U+ (bxy —aypu =b.

271



Ecuaii difererviale ordinare cu aplicdi in mecanig, fizica si inginerie

Soluia general a ecuéiei omogene asociate este
— ~albXg—&
uomog(t) = Ce( X0 yO)t ,

unde c este o constaftarbitrai. O soluie particulai a ecudei neomogene este,
evident
_ b
bxy —ayp
Deci soldia genera a ecugei lineare nu este

Up(t)

u(t) = Ce(bXO _a‘yO)t + L :

bxy —ayp
rezulé ca soluia general a ecudei Bernoulli de mai sus se scrie astfel
bxy — ayo

t)=
0= v —ayp)eo 5 41

Aplicand condiia Cauchy, ofinem soldia problemei Cauchy ix

x(t)= - Xo(ayo —bXp)
b)b - ayoe(bXO_ayO )t

inlocuind n expresia luj(t), oktinem

Yo(ayo —bx) _
ayo - b)@e_(bxo —aYo )t

y(t) =

Expresiile anterioare nu sunt bine definite penu=0. In acest situgie

{i(;)_:b izj

Aceasta este 0 edimcu variabile separabile. Avem

problema Cauchy pentn(t) devine

x%_

X

—bt,

X0
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de unde rezuitsoluia problemei Cauchy:

_ %
x(t) T+ bt

Inlocuind n expresia luj(t), obtinem

-_ Yo
t)=—"—"—.
vt 1+ bxot

Interpretare fiziai. In aceast situaie, situaie de armistiu, nici una dintre cele

doui tabere nu cdiga, efectivele ambelor tabere scad, pentru orice mbrde timp

avem@ =X :9, lar pentrut — o ambele tind la 0
yit) vo b
In cazul In care K>0 efectivele taberelor combatante scasgl
X - xo—g,y ~ Yo, conflictul fiind catigat de tabra x. In cazul in careK <0
t > o t o0

efectivele taberelor combatante sgak — O,y — Y —gxo, conflictul fiind c&tigat

— 00 t—>°°

de talaray.

6. VIETNAM simplificat
Model matematic Acest model este aplicabil conflictelor Tntreabita de gherik
X si 0 takira convenionak y. Pierderile combatante ale taberei de ghetiint presupuse
a fi direct propaiionale cu efectivele ambelor tabere, iar pierdeakeerei conveionale
sunt direct propaeionale doar cu efectivele taberei de glieriNeglijam pierderile
operaionale si convenim @ nu exisi reimprosptarea celor dou tabere. Modelul
matematic este
X = —axy,
{F—bx
unde a si b sunt constante reale strict pozitive. Acesta estesistem de ectia

diferentiale ordinare neliniare, de ordinul 1.
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Figura 3.4.2. Evolga n timp a conflictului Tn model GUERCOM
Stiind efectivele injiale ale celor doiu tabere obnem problema Cauchy de

evoluie in timp a conflictului

X = —axy,
y = -bx,
x(0)=xo,
y(0)=yo.
Solusie. Introducem funga L:0% - O dati de relaa
L(x,y) = —2bx+ay?
si aratam ci estelege de conservare

% L(x(t), y(t)) = % X(t) + g—; y(t) = —2b [{- axy) + 2ay [{- bx) = 0.

Utilizam metoda de reducere a sistemului cu ajutoruldegié conservare. De-a

lungul soludiei problemei Cauchy avem
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not

- 2bx(t) + ay?(t) = —2bx) +ays = K,
de unde expritm pex(t) in fungie dey(t) oktinand

20\ _ a2
X(t)= ay“(t)-ayg + 2by

2b
Inlocuind pex(t) in a doua ecug, olinem problema Cauchy t)
. a » k
= —— +
y 5 y 5’

y(0) = yo.
Ecuaia difereniala poate fi tratat fie ca o ecuge cu variabile separabile, fie ca o
ecuaie Riccati. Expresia sofiei depinde de semnul li.

In situaia in careK =0 soluia este

y(t)=—2

a
1+ yot
( 270 )
Inlocuind in expresia lui gasim

x():%.
| (1+2yotj

PentruK >0, soldia problemei Cauchy ineste

y(t)= %tan}{\/z_Kt + arctarh(\/gyoD,

in care am folosit fun@ hiperboli@ tanh: [0 - (— ],1), dat de expresia

V4 —Z
e —e
tanhz =

eZ +e—Z
iar arctarh: (- 11) -~ O este inversa funiei tanh.

Inlocuind Tn expresia lui, gasim
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X(t)= - A .
2bcosl‘?(\/2_Kt + arctaan\/E yOD

PentruK <0 soluia problemei Cauchy ipeste

y(t)= —\/ - E tg(*/_zaK t+ arct{\/% yOD .

nlocuind Tn expresia lut gasim

)= - <

2bco§[ : —2aK t+ arct{— \/EyOD |

Figura 3.4.3. Evolga in timp a conflictului in model(W IETNAM
Interpretare fiziai. Din considerente de nafupracti@a ne limitam la primul

cadran{(x, y)O0 2‘x2 0y= 0}. Multimea

M ={(x,y)DD2x2 0,y=0,L(xy)= K}
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este unfragment de parabeal Evoluia in timp a conflictului #mane in mulmea m

ce trece prin datele imale (K = -2bxg + ay(z,). Pentru valori strict pozitive ale constantei

K se obine un fragment de paraliosituat deasupra parabolei definite He=0, iar
pentru valori strict negative ale constar€ese obine un fragment de paraliddituat sub
parabola definit de K =0. Prin analiza lux si y, sau urrarind figura 3.4.3, obse#m
ca pentru K =0 — situaia de armistiu — conflictul nu este gfigat de @tre niciuna
dintre tabere, conflictul durand un timp foarte ghohgat € - «). Pentru K >0,
conflictul este cgtigat de tabra converionak y in timp “foarte mare” { - «). Pentru

K <0 conflictul este cgtigat de tabra de gheril x in timp finit.

7. Batalia de la IWO JIMA

Model matematic Batilia de la lwo Jima a avut loc intre SUA Imperiul
Japonez intre februarg martie 1945 in cadrul campaniei din oceanul Racifcelui
de-al Doilea Rzbio Mondial. Armata SUA a instituit o blocadhnilitara asupra insulei
Iwo Jima ocupditde armata japon&zMiza era controlul asupra aeroportului militar de
pe insuf. Dintr-un total estimat de 21500 de militari japan prezeti pe insué la
inceputul conflictului peste 20000 au fostsucar 1083 au fost luaprizonieri. Insula a
fost declarat sigu de dtre forele americane in a 28-a zi a conflictukiitoate
activitatile de lupt au incetat in a 36-a zi. Interesant este? csolda japonezi s-au
ascuns in vastatea de tuneluri de pe induli s-au predat abia Tn anul 1951.

Pentru constru@a modelului matematic se utilizeamn model de tip CONCOM
n care se neglijedazierderile opengonale in ambele tabere, armata amegicaputut
si-si reimprosgteze efectivele in timp ce armata japanea a avut aceasposibilitate
din cauza blocadei. Naih cu x efectivele armatei SUA implicate in confligit cu y
efectivele japoneze. Modelul matematic este

{x: —ay+ f(t),

y=-bx,
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unde a,b sunt constante strict pozitive ift) reprezini funcaia de reimprosyare a
efectivelor SUA. Valorile numerice ale fure de reimprosfiare apar in jurnalul de
front tinut de @pitanul american Morehouse. Conform acestui juroalctia f are
expresia:
54000 0<t<1

0 1<t<2
6000 2<t<3

0 3s<t<5
13000 5<t<6

0 6<t

Pe baza datelor de mai sus putem vedeatoarele egaliti:
x(0)=0, y(0)=2150Q y(36)=0.
Soluie. Problema matematic consi in determinarea valorilor celor dou
constantea si b. Determinarea acestora utilizéadatele privind evolua efectivelor
americane in fiecare zi a conflictuluiagtrate in jurnalul de front alapitanului

Morehouse.
Constanteb o vom determina din cea de a doua @eudifereniala a modelului

prin integrare ntre timpul ifial t =0 si timpul final t, =36. Intr-o primi fazi oktinem
36 36 36

[ ydt=-b[xdt= y(36)- y(0)=-b[ xat.

Din ecuaia anterioat putem scrie

NRORNCD)

jxdt

0
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Tabelul 3.4.1. Efectivele SUA in timpul conflictulu

1 2 3 4 5 6 7 8 9

52839 | 50945 56031 56031 53749 66155 65250 64378 7468

10 11 12 13 14 15 16 17 18

62339 | 61405 60667 59549 59345 59081 58779 58196 5%[2

19 20 21 22 23 24 25 24 27

56641 | 54792 55302[3 54796 54088 53938 53347 53072 045p8

28 29 30 31 32 33 34 39 36

52735| 52608 52507 52462 523p4 52155 52155 521554061

36
IntegraIaJ.xdt se aproximedizcu ajutorul sumei Riemann corespéioare unei
0

diviziuni echidistante de lungime 1 a intervalul036] , iar ca puncte intermediareéiru

capitul din dreapta al fiewwei diviziuni.
36 36
j xdt = (i) = 2024829.
0 1

Pe baza acestei obsetivai a rezultatelor anterioare, constahtare valoarea
b =0,010¢.
in continuare vom trece la determinarea constaatdntegim prima ecuge

diferertiala intre timpul iniial t =0 si timpul final t'; =28, Valoarea acestui timp
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final a fost aleas pentru @ in cea de a 28-a zi insula Iwo Jima a fost comstilele

catre armata SUA ca sigur

28, 28 28 28 28
jxdt:—aq ydt+j fdt— x%28)- >(0):—ij yd+j fc
0 0 0 0

0

Din ecuaia anterioat putem scrie

x(0) - x(28)+2J‘8 f dt
a= 0

28

I ydt

0
Cunoscand fun@a f putem scrie

28
Ifdt=54000+ 600G 13008 730
0

i=1

28
Asa cum amdcut mai sus aproxiam jydt prin suma Riemanrig: y(i). Valorile
0
y(i) le aproxinam integrand a doua eaimadifereniala intre0 si i. Obtinem
y(i) = y(0) = -b[{ xdt=-bD X )
0 =1
care conduce la
y(i) = 21.500-b D" x (j ).
i=1
Suma Riemann devine
28 28 28 i
[ydt=>" %= (21.500- b} x(j).
0 i=1 i=1 j=1

Inlocuind in expresia lug, utilizand datele din tabelul 3.4l valoarea Iuib
determinai anterior gsim
a=0,0577.
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Interpretare fiziai. In acest moment, modelul matematic este comjet.
ajutorul lui putem simula desfurarea Bbtiliei de la lwo Jima. Datele astfel @hute le

vom compara cu cele prezentate in Tabelul 3.4.1.

G0000

2L o000
50000

40000

30000

20000 H| TS -

10000 — —~

Figura 3.4.4. Evolta n timp a lataliei de la Iwo Jima

In figura 3.4.4 sunt prezentate prin puncte datiétejurnalul de front, prin linie
continua simularea numerica efectivelor americane iar prin linie intrefugimularea
numeric a efectivelor japoneze. Se obseovburi corelare a datelor numerice cu datele

observ@onale ceea ce valideamodelul matematic propus.

Aplicatia 3.4.2. Vibratia sistemelor cu doéd grade de libertate (M.V.Soare
[19,20])

Problema fizig. Doua masem, si m, pot alunecaafa frecare in lungul unei axe
orizontale, fiind legate cu resorturile de constagiistice k; si k, (figura 3.4.5). 8 se

studieze micarea celor dauresorturi.
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Figura 3.4.5. Vibra@a a dou: mase msi mp, legate cu resorturi de constante elasticei kk;

Model matematic Vom preciza pozia celor dod mase la timpult prin

depladrile x; si X,, masurate fga de poziile de echilibru static, cand resorturile nu
sunt solicitate. Eforturile din resorturi sunt iodie in figura 3.4.5Tindnd seama de
fortele de inetie, ecudile miscarii se scriu (conform legii lui Newton)
My = —Kyxg + ko (X, =), (3.4.1)
My 5o = —Ko (X = X ). (3.4.2)
Introducand notgdle

ki +ky _ ks Ky

a’ — =D, _:C1 (343)
m m m,
aceste ecua se scriu sun forma mai sinipl
2
—dd )2(1 +ax —bx, =0,
t
(3.4.4)
d*, —Cx +CX =0
2 2
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Am oltinut un sistem de ectindiferentiale ordinare de ordinul Il, linearg

omogene, in raport cu futite necunoscute si X,, variabila independeafiind t.

Solurie. Soluia general a sistemului poate fi einutd Tn dod moduri: 1) metoda
eliminarii si 2) metoda standard, prezeitat 83.2.

1) Eliminate una dintre necunoscute, de exempluxpein acest scop, scriem

sistemul (3.4.1), (3.4.2) sun forma

2
(d_-l-aJXl_bXZ :O,

dt?
(3.4.5)
d2
—Cx +|—5+C|Xx; =0.
Xl (dtz J 2
d2 2
Operatorii diferetiali d_2 +a, d_2 + ¢ sunt primi intre ei. Aplicandu-I pe primul

t t

celei de a doua ectiasi pe cel de al doilea primei, il elimfim pe x, si rezulé

urmitoarea ecuge pentrux,:

2 2
CRER

d*x, d?x,
+la+c +cla—-b)x, =0. (3.4.7)
dt4 ( ) dt2 ( ) 1

Am olxinut astfel o ecuge de ordinul 1V, lineat si omoger, cu coeficief

sau, dezvoltat,

constafi, pe care o rezoim cu metoda deschsin 82.4. Gutand solti de forma

x, =e, deducem ectia caracteristig

y* +(a+c)y? +c(a-b)=0, (3.4.8)
care admiteadacinile
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2
atc a—cC
V1’V2’V31V4:J—'\/_ > i\/( > ) +bc. (3.4.9)

Cantitatea de sub al doilea radical este pagzitlugi cum se obse#évimediat,
tinand seama de noiite (3.4.3).

2
(Ej +bc>0.
2

Mai departe, din acelgianotaii rezulta ca a—b >0 si deci valoiarea celui de al

doilea radical este intotdeauna mai initecat (a+c)/2. Astfel, sub primul radical

avem totdeauna o cantitate negativputem scriey =ip, unde

2
atc a—-cC
P1; P2, P3, Py :i\/ > * \/(T) +bc. (3.4.10)

Luand in considerare formulele lui Euler (in parée,e’® =cosp + isin p),
soluia general a ecudei (3.4.7) poate fi scrissub forma reél
X; = C;cospit +C, sin pit + C5cosp,t +C, sinpot. (3.4.11)
A doua funge, x,, poate fi determinatdirect din prima ecug a sistemului

(3.4.5):

_m o ki tky
Xo =—= X +——=X;.
2 m, 1 K, 1 (3.4.12)

Observand & p; = —p; si ps = —p,, relaia (3.4.11) poate fi adéda forma

x = A sin(pit +a’)+ A, sin(p,t +a”), (3.4.13)
iar (3.4.12) la forma corespuitpare

X, =N'A sin(p;t + ')+ A"A, sin(p,t +a”), (3.4.14)
in care
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_ | - _ 3.4.15
b c-p? b c-p3 ( )

2) In al doilea procedeu, vom scrie sistemul (3.48b forma unui sistem de

ecuaii diferentiale de ordinul I, introducéand daunoi fungii auxiliare necunoscute si

2
% = U,
u=-ax +bx,,
TR (3.4.16)
Xy =V,
V=CX —CXy.

Conform celor expuse Tn 83.2, vom determina vadopitoprii ale matriceP a

sistemului, care satisfac

-2 1 0 0
-a -A b O
de{P-AE] = =0, (3.4.17)
0 O -A 1
c O -c -A

ceea ce conduce la etiabipatrata

leading to the biquadratic egia

A +(a+c)h\? +cla-b)=0, (3.4.18)
aceead cu (3.4.8). Deducem in acglanod @& radacinile ei sunt pur imaginare, fiind

date de (3.4.10). Vectorul propriu corespiioe valorii propriiip; este
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Determinand ceilal vectori proprii, corespuritori valorilor proprii —ipy, £ ip,,

deducem solia general a sistemului (3.4.5) sub forma

L 1 1
X _ .
' 1P — 1P
u —gePt| a- pl2 + et a- p12
X2 b , b ,
. a- .a-
LV ] 1Py bpl — 1Py bpl
- - - . (3.4.19)
1 1
ip, —ip,
+pePd| a- p5 |, geiPd|  a- p; |
b 2 b 2
. a-— . a—
P2 pr ) bp2

undea = A+iB, =C+iD, iar A, B,C,D sunt constante reale arbitrare. Rerzult

X, = Acosp;t — Bsin p;t + Ccosp,t — D, sin p,t,

a- p2 (3.4.20)

A2
_a—p; (C cosp,t — D, sin pzt)-

Xy =

(Acosp;t - Bsinpyt) +

Luand acum A =-B, o' =arctai- A/B), A, =-D, o”=arcta{- C/D),
obtinem forma (3.4.13), (3.4.14) a soéi.

In final, 91 obserdm ci, deoarece problema trataste o problede vinraii, ne
puteam sgiepta de la bun finceput la swlusub forma trigonometria. Pentru
simplificarea calculelor putem deci admite pemyi x, expresii de forma

X; = Asin(pt + a ),
xz = Bsin((i)t + 0()), (3.4.21)

unde A, B, p,a sunt constante nedeterminate. Introducand aceptesi in sistemul

(3.4.5) si simplificand liniile trigonometrice, ajungem lastemul de ecua algebrice

linearesi omogene
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A(a— pz)— Bb=0,
- Ac+ B(c— pz): 0.
Soluia banai A=B =0 defingte condiia de echilibru. O solie nebanal va

(3.4.22)

exista doar dacse anuleazdeterminantul sistemului

a-p° -b|_
=0, (3.4.23)

-¢  c-p?
care, dezvoltat, conduce la egadipatrata
p* -(a+c)p? +c(a-b)=0;
aceasta coincide cu ec¢iza(3.4.8) iny, de &adacini (3.4.10).
Deoarece sistemul algebric este omogen, putemndigi@rdoar raportulB/ A;

calculul corespuritor celor dod valori p? si p5 conduce la B./A =\ si

B,/A, =\", cu valorile (3.4.15) date precedent.

Aplicatia 3.4.3(M.V.Soare [19,20])

Problema fiziaz. Se considéro coard verticak inting puternic de o faé S. Pe
coard: sunt fixate, la distae egale, trei mase (figura 3.4.6 a)). Adménd &, pentru
micile deplasri transversale, foa din coard nu se modifia apreciabil, se cereise

determine tipurile de vibtee.

Model matematic Notim cu a distana dintre massgi cu vy,,Y,, y; depladrile

transversale ale celor trei mase. Holeade mgcare se scriu, pentru fiecare dintre

particule
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N S
nmy, = _g(zﬁ - Y2)’

. S
my, = —5(— Y1 +2Y5 — Ya), (3.4.24)

Figura 3.4.6. a) Coarda intiasde o fora S avand fixate trei mase m; b),c),d) cele traitiple

vibrayii
Solusie. Cu notaia
b= > (3.4.25)
am
introducénd variabila
T=ht, (d)
sistemul cafta forma simplificai
szl
==-2v, + ,
d'['2 yl y2
d2
);2 =y, —2Y, + Vs, (3.4.26)
dt
sz3
=y, -2
02 Y2~ 2Ys3
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Metoda matricedl desi general, conduce aici la calcule laborioase. De aceea,
vom prefera metoda elimini. Obsendm ci, s&zéand ultima ecuge din prima, funga

¢ =y, — y; satisface ecuia difereniala ordinag lineai si omoger de ordinul Il, cu

coeficieni constaf,

d2
— T 4+24=0. (3.4.27)
dr? ¢

Ecuaia caracteristit asocial este

AN +2=0, (3.4.28)
si deci
$ =y — Ya =01 COSV2T + B, sinv/21 = A cody/2 - ). (3.4.29)
Mai departe, aduim primasi ultima ecuge (3.4.26)i deducem
d2
F(Bﬁ +¥3) = =2(y; + y3) + 2y,,
2 (3.4.30)
dy2+2 =y, +
d‘[2 y2 - yl y3 '

Derivand de doa ori ultima ecude si inlocuind Tn prima, il elimiam pe vy;,
obtinand pentruy, ecuaia difereniala de ordinul 1V, lineat si omogen, cu coeficiefi

constarf

d4Y2 szz
+4 +2y, =0. (3.4.31)
dr? dr? 2

Ecuaia caracteristi corespunzoare este

M +4N%+2=0, (3.4.32)
cu radacinile +iv2-+/2, +iy2+/2. Deci soldia general a ecugei (3.4.31) este
y,(1) = Ay co V2—x/§T-52J+Agco \/2+\/§r—63). (3.4.33)
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Din cea de a doua eqiea(3.4.30) deducem

Y1+ s = V2|, coty2 21 -5, - Ay cody2 + V2T - 5, | (3.4.34)

care, impreuncu (3.4.29), determinpe y; si Y,
Y= %COS(JET -3,)
Lo col o= a8} meodfor o5,
Vs == cody2t-3,)
L2 co - ae-5,)- mpcodlar -,

Formulele (3.4.333i (3.4.35) reprezirtsoluia general a sistemului irt, pentru

(3.4.35)

Aj ,6j , | =1,2,3 constante arbitrare.
Cele trei tipuri de oscita sunt indicate n figura 3.4.6 b), c), d).
Aplicatia 3.4.4(M.V.Soare [19,20])

Problema fizigi. &4 se studieze vibtale de translae si rotaie in planulxOzale

unui bloc de fund#e ssezat pe un teren elastic.

Model matematic Ecuaiile difereniale care guverneazfenomenul sunt, in

planul Ozx,

mKk + k, x —k,hd =0, (3.4.36)
36 + (kg —Gh+k.h?Jp — k,hx=0, (3.4.37)
unde
* J este momentul de ingg masic al ansamblului funge-masina fata de axalDy
(normak pe planulkO2 trecand prin centrul de greutate,
» G — greutatea bloculuisazat pe teren elastic,
* h— cota centrului de greutateisurat fata de teren,
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X — deplasarea de trangéain sensul axeDx

— rotgia in jurul axeiOy;,

k,— forta orizontad produd de o deplasare unitate,

ke —momentul in planwtOzprodus de o rotire unitate (figura 3.4.7).

Soluie. Ecuaiile (3.4.36)si (3.4.37) sunt cuplate; ele pot fi scrise sub farm

operatoriai
d2
d? 5
—thX+(JF+th +k¢ —Ghj(]):O (3439)

Figura 3.4.7. Bloc de fundig asezat pe teren elastic

- d? . - . .
Aplicand operatorul(m¥+k)(} celei de a doua ectia inmultind ecuaia

(3.4.38) cu—-k;h si adunand rezultatele membru cu membru, se eli@plasarea si
se ohine pentru rotga ¢ urmatoarea ecuge difereniala ordina& de ordinul IV, lineat

si omogen, cu coeficiegi constam (vezi 82.4):
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d d?
de_ti’ + (mkxhz +mk, —mGh+ ka)?f + kx(k¢ ~Ghjp =0. (3.4.40)

Cautand soltii de forma exponaiala e, gisim pentrur ecuaia caracteristit

2 —~ K, \ky =G
r4+(kxh +ho Gh+kXJr2+ iy ):o. (3.4.4)
J m mJ
Mai introducem notiile
k ke —Gh J
2 _ ™x 2 _ "¢ —
=X p2= Y= ,vO(o0, 3.4.42
Px m Py J+mp2 Y J+mp2 Y [ ] ( )

unde p, este puls@ga limita a vibragiei de translae in cazul in care nu existotdii, iar
Py este pulsia limita a of vibraiei de rotaie in absefa alunedrilor.
Ecuaia bipatrata (3.4.41) devine
v +(p2 + p2)r2 + pZpZ =0;
radacinile ei sunt obnute din
1 2
re :Z/{_ (07 + 07)2(p2 + 2] - ay0? pé}
sl sunt toate pur imaginare. Vom puteauta atunci direct sotia sistemului (3.4.38),
(3.4.39) sub firma

=Bsin(pt+a),
¢ . (p ) : (3.4.43)
x =Csin(pt +a),
undeB, C,a sunt constante ce urméaa fi determinate pe baza cotiithbr initiale.
Tnlocuind in sistemul (3.4.38), (3.4.38)simplificand liniile trigonometrice, ajungem la

sistemul de ecuigalgebrice lineargi omogene scris sub forma matriceal

k, — mp? - k,h C
, .| _|=0. (3.4.44)
—keh  ky —Gh+-kh* -Jp~ | B
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Pentru a ofine soldii nenule, trebuie ca determinanul asociat sistemsi se

anuleze; dezvoltandu-l, deducem a@upulsaiilor p

yp* +(p2 + pZ)Jp? + p2pZ =0,
care difed de ecugia inr doar prin semnul termenului irf (acest fapt este explicabil

prin schimbarea lui in ip. Radacinile acestei ecuisunt

1 2
ﬁ4ﬁ=5df§+%iJ@§+%)-4v&p?M (3.4.45)

In concluzie, in mjicarea cu daugrade de libertate, sistemul giva-fundaie
poate vibra cu una din putske principale p; sau p,, date de rels (3.4.45).
Raportul amplitudinilorB si C ale celor do# vibratii poate fi calculat cu ajutorul

primei ecudi (3.4.44):

kX

2 h 2
C_ kh _ m' _ pkh
e T = (3.4.46)
B ke-mp® Ka_ 2 pe-p

m

Observaie. Sistemul (3.4.38), (3.4.39) poate fi rezolgatdirect, cu metoda
matricead descrid in 82.4, scriindu-l mai intai sub forma unui sistee ordinul | cu

ajutorul a doa fungii auxiliarey si |

%=y,
y=-pZx+hp,
¢=4, (3.4.47)
2 2
hm 2 p¢ 2 mh
=— pix-| —+pi—|b.
U] ] Px [y Px 3 }b

Determinantul caracteristic asociat este
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-A 1 0 0
2 2
— Px -A hpx 1 2 2 2.2
+
defP-AE]=| 0 0 ~A 1| =t PP 2 PPy
hm Py, mh? Y Y
— b 0 —|—+*p —A
J Y J

Anulandu-l, vom §si valorile proprii ale matriceP a sistemului (3.4.47), care
sunt pur imaginargi coincid cu &dacinile ecugiei inr (3.4.41).Tinand seama de forma
sistemului, vom putea aata solwia sistemului (3.4.47), cai in cazul metodei

precedente, sub forma

[ Asin(rt +a

X )]
y| | Bcodrt +a)

: 3.4.48
b ) ( )

Csin(rt +a

@] |Dcodrt+a)

De la acest punct, rezolvarea problemei urrheazlai drum ca cel din metoda

precederi
Aplicatia 3.4.5(M.V.Soare [19,20])

Problema fiziaz. Fundaia unei maini de greutateQ este gezat pe un mediu
elastic (figura 3.4.8). Aria bazei funtgE este S iar coeficientul de elasticitate a

mediului estek,. Pentru a evita rezon@nce poate aapaé n timpul fungionarii,

masina este gezali pe un cadru rigid, legat de funskaprin intermediul unor arcuri a

caror constarit elasti@ echivaleni estek;. Greutatea ngnii si a cadrului esté. Se
cere 4 se determine pulgde sistemului fundae + maina. Date numerice:

Q=98M0°N, S=17m?, k, =588010° N/m®, k, = 49110° N/m, P=48.02[1C°N..

Model matematic Se scriu ecuale diferentiale ale mgcarii masurand deplasile

X sl X, din poztia statié de echilibru a sistemului; se toie
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unde s-a notak = k.S.

Solurie. Sistemul de ecuid diferentiale ordinare lineare de ordinul Il (3.4.49),
(3.4.50) poate fi scris sub forma unui sistem déimd |. Putem, ing cauta direct

functile necunoscute sub forma exporala

x =CePt, x, =C,ef;

rezult

mlBZC1 + kl(Cl ‘Cz) =0,
m,B°C, +(k; +k)C; —K,C; = 0.

S
$533

mzl

7

Figura 3.4.8. Fundaa unei maini agsezati pe un cadru rigid
Am ajuns la un sistem de ecuialgebrice lineare, care are drept necunoscyjte

C,. Deoarece acestea nu trebuiefis simultan nule, rezultca determinantul asociat

sistemului trebuiedsse anuleze, adic
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mB? +k —k
-k, mP%+k +k

A= =0,

sau

Kk, Kk +k k,k
B4+[al+ 1m+ jBZerllm =0. (3.4.51)
2 2

Tin&nd seamaacm, = P/g si m, =Q/g, ecuaia de mai sus devine

2
Bt + gl 4 ST gz HaKsSTT g (3.4.52)
P Q PQ

Radacinile acestei ecuiasunt

2

gz o9k, kSt (o kS+h ) dkkS|
212 Q P Q PQ
Notim B? = —p?,i = 1,2. Introducand datele numerice, avem

Py, ps =

981 49n10° . 588M0° 17+ 49M10° .
2 | 480210° 9.8M10° B

2
, |[_4900°  588110°117+49(10° | _ 449010° (45881 (17 | _
| 4802110° 98M10° 4802110° M8Mnc®

4905(1020408163# 107+ /1127408163 - 4163265308)
49051127408163+107+ 924512107,

de unde

p? = 9952051568, p5 =100646689% 2,
si
p, = 3154757}, p, =10032%*.
Intrucat adacinile ecuaiei caracteristice (3.4.52) sunt in acest caz maginare,

soluia sistemului (3.4.49), (3.4.50) este de forma
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X, = Ay sin(pyt +ap) + Ay sin(p,t +a ),

2 2
Xp = A_L(l—%}in(plt +oy)+ A{l— mlkp2 jsin(pzt +a,).

1 |

Aplicatia 3.4.6. Amortizorul dinamic (M.V.Soare [19,20])

Problema fizigz. O maina de mas M, rezemat pe un resort elastic de constant

K, este supusunei fote verticale pulsatoriiF = Fysinut. Deoarece, la o anurait

viteza de fungionare a mgnii, frecverta forei pulsatorii poate deveni egatu
frecvena vibraiilor proprii ale sistemului(M,K), existand pericolul de rezortan
(figura 3.4.9.a), se opuieste €1 se echipeze instala cu un amortizor dinamic,
constand dintr-o méasm legat de maina M printr-un resort avand constanta elaskc
(figura 3.4.9 b). Sistemul astfel whut are dod grade de libertate. Se cerg se

determine mycarile celor dod mase in condi initiale nule.

Model matematic. Sistemul de ecu@é diferentiale ordinare care defige

depladrile x si y la momentut se scrie astfel

my = —k(y - x), (3.4.53)
Mx = k(y - x) - Kx + Fg sinut, (3.4.54)

iar condiiile initiale sunt
x(0)=0, y(0)=0, x(0)=0, y(0)=0. (3.4.55)

Solusie. Cu notaiile

K_ 2 k_n2 k_ > F

=, —=B°, — =y, — = f,, 3.4.56
M Y M 0 ( )
sistemul (3.4.53), (3.4.54) devine
d? 2 2., —
dt2 +[3 y—B x=0, (3457)
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2
_y2y+{\];_2+o(2+y2Jx: fosSinwt. (3.4.58)

T

KE Esinet i

!

0

Lk

Q b

Figura 3.4.9. a)Rezonaa sistemului mecanic; b) amortizorul dinamic
Eliminand, ca in apligéle 3.4.25i 3.4.4, funda y intre aceste ectia gasim

4
{3—4 + (0‘2 +B%+ V2)+ 0(232}( = fo([32 - wz)sinwt . (3.4.59)
t
In mod aseninitor se poate eliming functia x si rezulta
4 2
{;—4 + (0‘2 +B? +v2)§'t—2 +0(2[32}y = foB% sinwt . (3.4.60)

Asa cum era desteptat, operatorul difergal aplicat fundilor x si y este acelg,
deoarece (3.4.57), (3.4.58) este lingau coeficiem constan.
Observand & in ecudile (3.4.59), (3.4.60) intervin doar derivate delio par,
putem oline soldii particulare de forma
X, = Asinat, y, =Bsinut. (3.4.61)

Introducand aceste expresii in (3.4.59), (3.4.680ucem
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1 : 1 :
Xp = fO(B2 —w2)3|nwt, Yo = foB%sinwt, (3.4.62)
n care s-a notat
N = - (a? +B2 + y2Jo? + a2p2. (3.4.63)
Interpretare fiziai. Vibratiile proprii (reprezentate de sola ecuailor omogene
asociate) pot fi neglijate,aptrandu-se doar vibfide fortate (reprezentate de spau
particulaa (3.4.61). Expresiile (3.4.61) afiata maselem si M capita o miscare simp
armonicé imediat ce vibrgile proprii s-au stins.
Rezistega dintre fota pulsant F si sistemul (M,K) se produce atunci cand
frecvena « a lui F si frecverta propriea =/K/M a sistemului(M : K) sunt egale.

Luand decia = w, expresiile (3.4.61) devin

X, =
w?y

. 1 -
: : fO(BZ _wz)smwt’ Yy = "R foB2 sinot ; (3.4.64)

ele demonstredazca amplitudinea luix, — care, Tn mod normal, ar fi infidit— se

p
reduce, datoritamortizorului, la valoarea firdit f, (32 - w? )/ w?y?.
Daa, in plus, se aleg valorile luk si m ale amortizorului astfel incat =3 = «,

relaiile (3.4.64) se reduc la
_ __ 1
Xp =0, Y, ——y2 fosinwt;

ele demonstreé@zca amortizorul denumitacordat anuleaz in intregime vibrgile lui
M.
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CAPITOLUL 4
STABILITATE

Definitia neformad a stabilititii este proprietatea unui sistem de a giuriodifica
considerabil evoltia in urma unor mici pertuib ale strii initiale.

Aceasi formulare nerigurod@s care a provenit din considerente practice (in
special din mecanig se traduce in teoria egular diferentiale prin mai multe concepte,
care descriu diverse tipuri de continuitate a @alunei ecugi diferentiale ca funde de

datele iniiale.

4.1. STABILITATEA SOLU TIILOR ECUA TIILOR DIFEREN TIALE

Fie f(,) :D—-> 0" D=][0; 0) xQ, Q [J0O" care defingte ecuda
diferertiala

X' =f(t,x). (4.1.1)

Presupunemacproblema Cauchy defiditde ecuaa (4.1.1)si condtia initiala

X(to) = X, are soltie unici O(ty,X,) D . De asemenea, presupuneinecuaia (4.1.1)
are o soltie ¢() :[0,%0) » Q. Cu |.| notim norma euclidianpe ",

Definitia 4.1. a) Soldia ¢():[0,0) -~ Q a ecudei (4.1.1) se numge Simply
stabilz dac pentru oricee > 0 si oricety > 0 exist d(g, t) > 0 astfel incat pentru orice
x,0Q cu|x—0(ty)| < 8(e.ty), unica soltie maximai  x(.t, %) a ecugei (4.1.1)
care verifia X(to, to, %) = Xo este definit pe [o,+o) si
X(uto0)-0(0)] <6 D1 ).
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b) Soluia ¢():[0,») -~ Qa ecudei (4.1.1) se numye uniform stabii daci este
stabib si J (g, to) din proprietatea a) nu depindetge 0.

¢) Soluia ¢() :[0,:0) -~ Qa ecudei (4.1.1) se numge asimptotic stabif daci este
stabik si dac pentru oricet, > 0 exist p(tp) > O astfel incat pentru oricg,JQ cu
| %0 —0(to)[ < K(to), unica soltie maximai X(., to, %) & ecudei (4.1.1) care verifig

X(to, to, Xo) = Xo €ste definit pe fo, + ) si

1| {0, %0)-0)] =0.

d) Soldia ¢():[0,) -~ Q a ecutiei (4.1.1) se numyte uniform asimptotic stahil
daa este uniform stalilsi dacG exisé u > 0 astfel incat Otg >0, Oxg O Q cu
[ xo=9(to)| < 1 unica soltie maximad x(., t, Xo) a ecugei (4.1.1) care verifig X(to, to,
Xo) = Xo este defini pe fto, ) si Oe > 0, Oty(€) > 0 astfel incatlty > 0, [xe I Q cu

[ o =8(to)|| < 1 si oricet> to + to(€) avem

[ x(t,to. o) — 0(t)| <.

Observatia 4.1. Este imediat din defina precederit ca orice soltie ¢(.) a
ecuaiei (4.1.1) care este uniform asimptotic stakelste atat uniform stabilcat si
asimptotic stabll. De asemenea, orice spéu uniform sau asimptotic stabileste
(simplu) stabi. Pe de ait parte, stabilitatea simphu implici stabilitatea uniforrd iar

stabilitatea unifordnu o implic pe cea uniform asimptotic

Observétia 4.2. Prin schimbarea de variaby = x - ¢(t) studiul oricirui tip de
stabilitate referitor la sotia ¢(.) se reduce la studiul acelgiidip de stabilitate referitor
la soldia identic nud a ecugei difereniale

y =fty+¢®)-¢'(®);
de aceea, se poate admiieOd] Q, f(t, 0) = 0 si se va studia doar stabilitatea g@u
identic nulegy(t) = O, a ecuagei (4.1.1).
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Considesim, in continuare, ectide difereriale liniare de forma

x' = A(t)x (4.1.2)
unde A(.) : [0, +0) — 91([]) este o funge continu.

Observatia 4.3. Daa, n general, stabilitatea este o proprietate atisoki nu a
ecuaiei, in cazul sistemelor liniare, deoarece priniratiarea de variakily = x - ¢(t),
soluia ¢(.) a ecudei (4.1.2) se transforinin soluia identic nul a ecugéei (4.1.2),
rezulés ca daa soluia identic nuk a ecudei (4.1.2) este stakil(respectiv, asimptotic
stabik, uniform stabi, uniform asimptotic staki) atunci toate solile ecuaiei (4.1.2)

sunt stabile (respectiv, asimptotic stabile, umifatabile, uniform asimptotic stabile).

Din acest motiv vom vorbi, in continuare, despi@Eiitatea ecugei (4.1.2)si

vom inelege stabilitatea saiai identic nule (sau a o#icei soluii maximale).

Teorema 4.1.Urmatoarele afirmaii sunt echivalente.

a) Ecuaia (4.1.2)este stabi.

b) Ecuaia (4.1.2)are un sistem fundamental de golonarginite pe [, = [0,+x).

c) Toate soltile maximale ale ecugi (4.1.2)sunt narginite pell..

d) Toate matricele fundamentale de siolale ecuaiei (4.1.2)sunt narginite pe
..

e) Ecuaia (4.1.2)are o matrice fundamentate solwii marginita ped, .

Observétia 4.4. Afirmatii aseninatoare celor din teorema 4.1 se pot formgila
pentru celelalte tipuri de stabilitate.

Consideim, mai departe, ectide liniare cu coeficieti constami de forma

X' = AX (4.1.3)
undeA /o, (0O).

MatriceaA se numete hurwitziani dac toate #dacinile ecuaei caracteristice

det A —Al,) = 0 au partea reabtrict negatiy.
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Teorema 4.2. Daci ecugia (4.1.3) este asimptotic stalil atunci A este
hurwitziani. Daai matricea A este hurwitziai, atunci ecuaa (4.1.3) este uniform

asimptotic stabi.
Consideim acum sisteme de ecuaiferentiale ,,perturbate” de forma
x' = Ax +b(t,x) (4.1.4)
undeA J9,(0), b(.,.):D=0,xQ — 0" este o funge vectoriak continui si
local lipschitziad in raport cu al doilea argument, iFt, O) =0 pentru oricd > 0.
Denumirea deecugie (sistem) perturbdt a ecudei (4.1.4) este justificatde

considerarea ectiai (4.1.4) ca provenind din eqi (4.1.3) la care s-a awgatfungia

perturbatoareb(.,.).
Teorema 4.3Fie A [79,(0), QO O", b(.,.):D=0,xQ — 0"
o fungie continuz si local lipschitziam Tn raport cu al doilea argumentb(t, 0) = O,
care definesc ecuia (4.1.4).
Daca existi M>1,L > 0si w> 0 astfel incat
| exp(t,A)|sM e« o

|b(t.x)|<L|x| Otx)00,xQ

LM -w<0,

atunci soluia nulz a ecuaiei (4.1.4)este asimptotic stalail

4.2. STABILITATEA LIAPUNOV. FUNC TIA LIAPUNOV
Definitia 4.2.0 forma patratici V: 0" — O

n - -
V(x):i jz—laij XXj . a4 =g OLj=1 .0 , X=Xy X X0) (4.2.1)
se numgte pozitiv defini dac

V(x)>0 0Ox/o0O% x#0.
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Propozitia 4.1. Forma pitratica (4.2.1)este pozitiv definit daci si numai daa

existt m >0, M > 0 astfel incat
m|x[*<V(x)<M|x|* OxO0".

Fie Q o veciritate deschisa originii In0" si f: 0, x Q — 0" o funaie continu
pell, xQ silocal lipschitziad pe Q cuf(t,0)=0 Ot //0,.

Definitia 4.3. Funaia V : . x Q — [J, se numgte pozitiv defini pe 0. x Q
daa exist o fungie w: [0, — [, continu, cresétoare, cuw(r) = 0 dad si numai daé
r = 0, astfel incat

V(LX) zo(|x])  Ox)00, <0

Definitia 4.4. Funaia V : 0, x Q — 0, se numgte fungie Liapunovpentru
ecuaia (4.1.1) daz:

a)V este de clasC' ped, x Q iV (t,0) =0, Ot 0 O,,

b) V este pozitiv definit pell, x Q,

ov n ov
c) E(t,x) +Zi:1 f. (t, x)&(t, x)<0, O(t, x) 0 0, x Q.

Teorema 4.4.Daci ecugia (4.1.1) admite o funge Liapunov atunci solia sa

identic nul este (simplu) stakil

Observatia 4.5. Dac fungia Liapunov din teorema 4.4 are propiiet
suplimentare, atunci se i rezultate similare teoremei 4.4 pentru celeléperi de
stabilitate.

Daa sistemul (4.1.1) este autonofm@ depinde in mod explicit dg mai precis

daa se considersistemul diferetial

X" =1(x), (4.2.2)
undef : Q — 0", putem duta fungia Liapunov independeintle variabila.
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Propozitia 4.2.Daca V: Q — R este contind peQ, V(0) =0 si V(X)> 0,0Xx
0 Q, x #0 atunci exist 0 veciitate a originii Q, [1 Q astfel incat V & fie pozitiv
definitz peQp .

Corolarul 4.1. Daca V: Q — [ satisface

a) V este de clasC' peQ iV (0) =0,

b) V(x) > 0, [7x [7Q, x#0,

)y f (x)Z—Z(x) <0, Ox 09,

atunci exist o vecirtate a originii Qq [J Q astfel incat V & fie o fungie Liapunov

pentru ecugda autonona (4.2.2)peQ,.

Definitia 4.5.Fie Q 00 R" o mukime deschig 0 /Q sif: Q — [0"o fungie de
clagi C'. Consideim sistemul (4.2.23i definim A = f'(0).
Sistemul liniar
X = AX
se numgte liniarizarea sistemului (4.2.2) saprima aproximarea acestuia.
Teorema 4.5.In condkiile definifiei 4.5, fie f de clasC? f(0) = 0 si presupunem
ca A =1'(0) este matrice hurwitzian

Atunci soluia banak: a sistemulu{4.2.2)este asimptotic stalil

4.3. SISTEME DINAMICE AUTONOME

Definitia 4.6. Fie Q 0 R" o mukime deschis. Se numgte sistem dinamiciiQ o
functie de clas C', G: O x Q — Q cu proprieitiile

a)G(0,x)=x, OxOQ

b) G(t,G(s,x)) =G(t+s,x), OtsO0, OxOQ
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Definitia 4.7. Multime&{G(t,x,): t00}, X, O Q se numete orbita sistemului
dinamic prinx,. Q se numgte spaiul starilor sauspaiul fazelor.

Observétia 4.6. Legatura cu ecugile diferertiale se oline observand acdac

definim pentrux [1Q

0G
f (X):E (0,x)

(in ipoteza implicid a existerei derivatei), atunci

B lox)=l6(sHoxo)]  =2e(s6loxo)] _=1(lae))

Asadar, dag x(t) = G(t, Xo) vom avea
X' (t) =f(x(1), x(0) =xo.

Definitia 4.8. Fie Uy, U, /7 0" multimi deschise. Sistemul dinami; din U; se
numeate topologic echivalentcu sistemul dinamicG, din U, da@ exisé un
homeomorfism (adico fundie contind, bijectivi cu inversa contir) h: 0" — O"cu
h(U,) = U, astfel Tncat orbitele lui; sunt aplicate pe orbitele 1@, pastrand direga
timpului. In aceadt situgie se spuneicsi traiectoriile lui G; si G, sunt topologic
echivalente.

Definitia 4.9. Sistemul dinamic autonom parametrizat definit de

X =f(x,pn), xoO0"% wonoO" (4.3.1)
se numgte topologic echivalentiU, /7 0" cu sistemul dinamic autonom parametrizat
definitinU, de
X' =g(x,n), xOO"% noOD0O™ (4.3.2)

~

daca
a) existi un homeomorfism in spal parametrilorx : 0" — O™ cu  x(0) =0
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b) Op exist h, : 0" — 0" homeomorfism ciny(U,) = V), hu(0) = 0 si care
duce orbitele dirJ, ale sistemului (4.3.1) pe orbite dify, ale sistemului (4.3.2) cu
n =x(u), pastrand direga timpului.

Definitia 4.10.Fie

X' = f(x,p)
un sistem dinamic autonom depinzand de parametriill . Aparitia, prin variaia
parametrului a unor tablouri de farare nu sunt topologic echivalente se ngime

bifurcarie.

4.4. COMPORTAMENT PE TERMEN LUNG AL SOLU TIILOR

Definitia 4.11. O soldie periodi@ izolat a sistemului (4.2.1) se nugte ciclu
limita.

Prin soluie periodié se nelege & exis& T > 0 astfel incak(t + T) = x(t), pentru
oricet O .

Proprietatea luk(.) de a fi soltie izolat semnifia faptul G exisé r > 0 astfel
fncat pentru oricex, 0 O" cu d(xo, {X(t); t 7 O}) < r, soluia x(., to, Xg) NuU este
periodia.

Definitia 4.12.Consideiim sistemul (4.2.1). Se numesancte criticesaupuncte

singularesaupuncte de echilibrpunctelex /70" care verifia ecuaia f(x) = 0.

Definitia 4.13.Consideim sistemul (4.2.13i fie xo O 0" un punct critic al &u.
a) Xo se numgte punct de atrage pozitiv invariantdaa exist o veciritateU a
lui Xo astfel incat dacx(.) este o solie care verifid x(tp) [ U atuncix(t) O U pentru

oricet >ty si lim x(t)=x,.
t> o
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b) X0 se humsgte punct de atrage negativ invariantdac exisé o veciritateU a
lui Xo astfel incat dacx(.) este o solie care verifid x(tp) [ U atuncix(t) O U pentru

oricet < tosi lim x(t)=x,.
t> o0

Teorema 4.6.Fief: 0" — 0" care defingte sistemul(4.2.1) o fungie de clag
C?si fie Xo 0 0" un punct critic al lui(4.2.1)

Dacz Xo este un punct de atrae pozitiv invariant (respectiv, negativ invariant)
pentru liniarizarea sistemulu(4.2.1) atunci X, este un punct de atrae pozitiv
invariant (respectiv, negativ invariant) pentruteisiul(4.2.1).

In plus, toate soltile care iau intr-un § arbitrar o valoare suficient de apropiat

dex, tind exponenal la X, pentru t— oo (respectiv, pentrut> — ).

Teorema 4.7 Daca sistemul4.2.1)admite o funge Liapunov intr-o vecidtate a

unui punct critic, atunci punctul critic este purt atragie pozitiv invariant.

4.5. APLICATII IN MECANIC A, FIZIC A SI INGINERIE

Aplicatia 4.5.1. Stabilitatea echilibrului pentru pendul(A. Cernea

Consideim problema oscil@lor unui pendul de lungimé care se mgca fara
frecare sub influega gravitaiei. Sa notaim cud(t) spaiul parcurs de extremitatea litiea
pendulului la momentui si cu x(t) unghiul (niisurat n radiani)dcut de pendul cu axa
verticak la momentut; avemd(t) = Ix(t). Forta care agoneaz asupra pendulului eske
= mg undem este masa punctului material, geste acceleta gravitaionak. Aceasi
forta se descompune diumlowa componente: una avand ditiecfirului si care este
anulatl de rezisteta firului si alta avand dirg@ tangentei la arcul de cerc descris de
capitul pendulului. Din legea a doua a lui Newton etzudifereniala a micarii este

mix” = - mgsinx,

sau, echivalent,
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x"+|gsinx:0. (4.5.1)

Dac se studiaz doar oscilgile mici, atunci six se aproximea prin X si

obtinem ecuga oscilaiilor mici ale pendulului
)('+ng=0,

care este o ectia de ordinul al doilea linidr cu soldia general (vezi § 2.4)

x(t):clsin\/|§t+czcos\/|§t, t00,¢,c00

Studiem stabilitatea punctelor de echiliki(t) =0, Ot > 0si X,(t)=n 0Ot>0
(deoarece are semnificaa de timp, vom lua> 0).
Aratam ci X este (simplu) stabil, iax, este instabil.

Prin Tnmutire cux’, egalitatea (4.5.1) devine

I—><><'+x'sinx:0
g

care conduce, prin integrare petQ]a

Ia(x' (t)) —2codx(t)) = —(x'(0))* —2cos(x(0)) (4.5.2)

il
g

x(0)] +|x(0)| <3

atunci
(x(t))? % (cos(x(t)) -2) +2|—g(1—c036)+62

Sau

de unde rezuitstabilitatea soliei banale.
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Studiul stabilitii solutiei X,(t) =n 7l reducem la studiul stabiiiii solutiei banale
pentru o alt ecuaie.

Fiey=x -1, decix=y+ 7z Din (4.5.1) rezult

lay'—siny:O (4.5.3)

Procedand ca mai Thaintetoiem din (4.5.3) &
lg(y'(t))z +2cos(y(t)) = Ig(y'(o))z +2cody(0)) Ot>0. (4.5.4)

Fie d 0 (0,1)

y(O):Zarcsing, y'(0)=5,/2 (4.5.5)
Din (4.5.4) obinem
|

—(y'(t))" +2cos(y(t)) =

g
de unde pentry > 0,y’ > 0 deducem ectia

i |9 Y
=2./=sin=
=475

[
ce Zt\f' -1
y(t)=2arcco |
1

a arei soluie este

unde,tinand cont de (4.5.5)

1+ 1—
\/ 4
1—1 /1—
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Se observci lim y(t)=2n si atunci, oricat de mic ar & 0 (0, 1) nu putem avea,

t o
de exemplu,
ly(t) <2, Ot=0,
deci soluwia banai a lui (4.5.3) este instahjl adia punctul de echilibrx = 77 al lui
(4.5.1) este instabil.
In continuare, considam sistemul canonic asociat edea(4.5.1)
X=y

y':—lgsinx

si fie

V(xy)= % y? +Igjoxsintdt = %yz +Ig(1—cosx),

definiti pentru| x| < g siyd 0.
Atunci

V(0,0)=0,V(x,y) >0, Ax,y) #(0,0),

)<,

Y oV _9a) -
o (x,y)y + ™ (x,y)( Ismx) 0.

Pe baza teoremei lui Liapunov (teorema 4.4)aseg afirmaia demonstrat
anterior @ punctul de echilibrx =0,y = 0 este stabil.
In cazul in care in modelul consideratoairea prezintsi frecare, ecuga este in
acest caz de forma
X" +bx'+sinx=0 cu b>0.

Sistemul liniar asociat este
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y=y
y' = -x-by

~=(5 )

_—b-/b*-4 \ _ —b+b*-4

N=—-"T-—,
! 2 2 2

deci Rej;) <0si Re(A\2) < Osi solutia x = 0 este uniform asimptotic stabil

Matricea corespuriroare

are valorile proprii

Notam ¢ nu se putea utiliza teorema de stabilitate Tn @raproximare (teorema

4.2.2), deoarece pentru sistemul liniarizat, Trutpendulului fira frecare

0O 1
A= ,
cu valoriile propriii,—i, deciA nu este hurwitziah

Aplicatia 4.5.2 A. Cernea)
Consideim o particuh de mas m in campul de fge conservativ
F(x) = -gradG x)).
Ecuaia miscarii datd de legea Ilui Newton estex” = F(x), care conduce la
sistemul canonic asociat
X'=v
R o0
Fie (x,v) un punct de echilibru. Atungi =0 si gradG(X)) = 0. Stabilitatea lui
(X, 0) este echivaleitcu cea a sotiei banale pentru sistemul

X =V

v':—%grac(G(Xﬂ‘()) (4.5.7)
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Fie
E(x,v) :%mvz+G(x)
energia totadl a sistemului (4.5.6i definim
V(x,v)=%m\/2+G(x+>‘<)—G(>‘<)
EvidentV (0, 0) = 0,

v(gradG (x+>‘<)))+mv{ —n%grac(G (x+x) )} =0

si daci X este punct de minim local izolat penf@irezulé ca V (x, v) > 0 pentru
(x,v)#(0,0) si x intr-o veciritate a lui0,

Se obine, agadar, @ (0, 0) este punct de echilibru stabil pentru (4.5.7)cad
(x,0) este punct de echilibru stabil pentru (4.5.6).

Acest rezultat este cunoscut ancipiul (Teorema) lui LagrangeUn punct de
echilibru (x,0) al unui sistem conservativ pentru care energtargiala are un minim

local izolat inX este stabil.

Aplicatia 4.5.3(A. Cernea)

Conside&m un circuit electric format dintr-o rezisténR, o inductagi L si un
condensato€.

Notam cui(t) = (ir(t), iL(t), ic(t)) starea curentului din circuit la momentulinde
Ir, I, Ic reprezind curenii din portiunile de circuit care caim rezistema R, inductana
L si respectiv condensator@l

Analog, fiev(t) = (vr(t), v.(t), vc(t)) starea tensiunilor din circuit la momentul
Din legile lui Kirchhoff se deduce

ir(t) =i(t) = (1), WR(t) +wi(t) —ve(t) = 0,
iar din legea lui Ohm generaliZat
g(ir(t) = Vr(?)
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pentrut > 0. Din legea lui Faraday setote

L— =v
dt -
dve _i
d C

pentrut > 0, undeL > 0 si C > 0 sunt inductafa bobineil si, respectiv, capacitatea
condensatoruluC. Din aceste reta se dgiseste @& i, si V¢ satisfac sistemul de eaiia

diferentiale de ordinul ntai

pentrut > 0.
Pentru simplitate presupundm= 1,C=1. NoimXx=i_si y=Vc.
Atunci sistemul anterior se scrie sub forma

?€=y—g&)

. (4.5.8)
y'=-X,

pentrut > O.
in plus, presupunand suplimentdr g este de clasC', derivand prima ectia

membru cu membrgi utilizand-o pe cea de a doua pentru a-l elimieg, gasim
X+ g (X)X +x=0, (4.5.9)

pentrut > 0. Ecuaia (4.5.9) estecuaia lui Liénard

In cazul in carg(x) = x*- x, X /7, ecuaia devine
X"+ (A —-1)X +x=0

pentrut > 0 si poarti numele deecuaia lui Van Der Pol
Notam
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si

- glx
ot )= 2%
EvidentA nu este hurwitziansi, deci, teorema 4.1.2 nu se poate aplica.
in schimb, dai definim fundia
y—0giX
)= 72)

- X

aceasta are liniarizarea in (0,

A (790 1
1 - .
-1 0
Cum aceadtmatrice este hurwitziandaa g’(0) > 0, din teorema 4.2.2 rezailta
in acest cazy((0) > 0) soluia nuk a sistemului de mai sus este asimptotic stabil
Ca o consecti a acestui rezultat deducem soluia nuk a ecudei Van Der Pol
(g(X) = x — X) este asimptotic stabil

Consideiim, in continuare, o forinmai generdl a ecugei Li¢nard
X" +f(x)x’ + g(x) = 0, (4.5.10)

cuf(x) > Osi xg(x) > 0 Lk Zz0.
Ecuaia (4.5.10) modele&@zmiscarea unui oscilator armonic cu frecare.
Condtia f(x) > 0 spune & frecarea este pozitiy iar condiia xg(x) > 0 indica o
forta de revenire.

Sistemul canonic asociat este
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X=y
{Y' =-f(x)y-g(x). (4.5.11)

Originea este singurul punct critic.
Fie
2

gludu si  V(xy) :y?+G(x).

Este gor de vizut ci V are un minim in (00). Pe de aitparte

2yl + S (xy)(- £y -g(x) = -y (x) s0

in plus, %(V(x(t))) nu se anuleazdecat in puncte izolatgi V este strict

descresd@toare pe solgile sistemului (4.5.11).

Aplicand teorema 4.7,agim G originea este punct de atti@cpozitiv invariant.

Aplicatia 4.5.4 Stabilitatea echilibrului pentru oscilatii liniare (D.
Comanescu, I. Cgu)
Modelarea matematica fenomenelor fizice care conduc la ostilaniare a fost

prezentat in aplicaia “Oscilgii liniare” de la capitolul 2.
1. Oscildii libere
Modelul matematical miscarilor liniare este:
mE.t;<+ k(Ox=0.

Prin notaia x, = X, X, = X din ecuaa difereniala de ordinul al ll-lea se aime

sistemul diferefial echivalent de ordinul | cu necunoscutele,:

X=%
;(2:—0.)25(1

316



Sisteme de ecyiadifereryiale ordinare

1

Se obserw ci unicul punct de echilibru al sistemului es{60). Stabilitatea

acestui punct de echilibru se face prin metodaectiira lui Liapunov utilizadnd funaa

Liapunov

L(%, %) = ¢ + %,
Pentru a demonstra fundia anterioax este funtie Liapunov se obseivci (0,0)

este punct de minim absolut strgcca fungia este lege de conservare (se corisdesa

lungul soldiilor sistemului).
2. Oscildii amortizate
Modelul matematical miscarilor liniare este:
mE.b.<+,uE.|x+ kOx=0.
Prin notaia X, = X, X% = X din ecuada difereniala de ordinul al Il-lea se gime
sistemul diferefial echivalent de ordinul | cu necunoscutelex,:
=%
. u _
X == &f [} ——
2 =%
Unicul punct de echilibru al sistemului est@0). Stabilitatea se demonstréaz

utilizand fungia Liapunov

L(x. %) =@’ O¢ + %,
Pentru a demonstra fundia anterioax este funtie Liapunov se obseivci (0,0)

este punct de minim absolut strict. Derivata Tiuw@a sistemului a fuiei este:

d oL . oL : 20U

—L(x (1), %, (1) =— D, x())Ux()+— , U =-———[%<0,

gt D00 %(0) aXl(xl()xz()) (9 axz(m X(NEx()=-— %

Urmarind expresiile soltilor (a se vedea aplitia “Oscilgii liniare”) constaim
ca toate soltiile tind spre punctul de echilibru cand- « ceea ce demonstreéaga

punctul de echilibru este asimptotic stabil.
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3. Oscil&tii liniare neamortizate in camp gravitational

Modelul matematical miscarilor liniare este:

mOx+ kOx= nilc,
Prin notaia x, =x, % = x din ecuda difereniala de ordinul al ll-lea se oime
sistemul diferefial echivalent de ordinul | cu necunoscutele,:
X2 = - af X +9 |
Unicul punct de echilibru al sistemului estc%,O). Stabilitatea acestui punct de

2

echilibru se demonstreazu ajutorul fundei L(x,%,)=a’ 0<¢+ x§—2DgD>g+gF. Se

obsend usor G L(%,OF 0 si ca punctul de echilibru este punct de minim absdiutts

pentruL. Derivata in virtutea sistemului a fures este:
d oL X aL ‘
—L(x(t), %, (1) =— t), % (1)L — , il =
gt F0a(0:%(0) aXl(xl() %(0) >&(1)+6X2(>s(b %( U}

Z—;ij—;m— o D, + g) = (2026 O - 20g) O + 20x L o Ox+ 9= O,

ceea ce demonstréazxi L este lege de conservare. In conggcin este funde

Liapunov.
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